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v Vorwort.

Bewegung eines Punktes, der von zwei festen Centren nach dem
Newron'schen Gesetz attrahirt wird, habe ich sehr vollstindig be-
handelt, indem ich von den Untersachungen von STAUDE iiber
bedingt periodische Bewegungen ausgegangen bin. In dem Abschnitt
itber das Problem der zwei Koérper wird eine einfache Theorie der
Kometenschweife gegeben.

In dem Anhange habe ich einige Tafeln aufgenommen, die
fir die numerische Berechnung der Strungen der Planeten — im
Besonderen der kleinen Planeten — von Nutzen sind.

Der zweite Band, der im nichsten Jahre erscheinen soll, wird
hauptsichlich die Theorie der periodischen Losungen des Problems
der drei Korper und die Untersuchungen iiber die Convergenz
der Reihen behandeln.

Dem Herrn Professor M. BReNDEL bin ich zu besonderem Dank
verpflichtet fiir seine grosse Freundlichkeit, diesen Band in Bezug
auf die deutsche Sprache zu priffen und zu berichtigen.

Endlich spreche ich dem Herrn Verleger meinen herzlichen
Dank aus fiir seine Bereitwilligkeit, die Vorlesungen zum Druck zu
bringen, und fir die Sorgfalt, mit welcher der Druck ausgefiihrt
worden ist.

Lund, Mai 1902.
C. V. L. Charlier.
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§ I. Sitze aus der Determinantentheorie.

Eine Determinante 4 aus n? Elementen wird geschrieben:

DGy Gay ey By
A= g1y Qgg)+ -+ Gg,

anl, a”,, e ey a“

oder gekiirzt:
A=la;| Gj=1,2,...7).

Das Multiplicationstheorem lautet:

laij| X |b;] = | Gj],
wO

(1) Cy=aybj +aubj; + ...+ a, ba.

Da jede Determinante eine lineare Function eines jeden ihrer

Elemente ist, so ist immer
04

aa,.,.

dem Coefficienten von a;; gleich, wenn die Determinante vollstindig
entwickelt wird. Man hat auch immer

a4 a4 94 _ (0 fur idj
e da;, +a"aaj’+."+aiaaaj'={d fir i =j

2
@ a4 84 (0 fur i4j

o4
—— +ag,5—+ ...+ a,, 77— =
a“a“u' Yoa,; "oay |4 fiur i=j

In gleicher Weise erhiélt man

als den Coefficienten von a;; a,, bei der Entwickelung der Deter-
l‘
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minante. Die Ausdriicke fiir diese abgeleiteten Functionen werden
erhalten — bis auf das Zeichen — indem man aus der Deter-
minante diejenigen Reihen und Zeilen wegstreicht, die sich in den-
jenigen Elementen schneiden, welche in dem Nenner des Differen-
tialquotienten vorkommen.

Sidmmtliche Differentialquotienten einer Determinante lassen sich als
ganze Functionen der Differentialquotienten erster Ordnung ausdriicken.

Wenn man die adjungirte Determinante von a;; mit «;; be-
zeichnet, so daB also:

e = 24
4 —aa‘,’

80 bekommt man nach dem Multiplicationstheorem und unter Be-
riicksichtigung von (2):

| oy | X |ay| = 4,

und mithin

3) lej | = 4*=1.

Hieraus und nach (1) bekommt man weiter:!

)

Gijy O
424 _
4 0a;; 0 ay,

_ 04 04 _ 34 04
Bau day, day, aa,‘j

Crjy &y,

Fir den Differentialquotienten dritter Ordnung bekommt man
in #hnlicher Weise:

Cijy Gy g

0% 4

(5) A’ﬂ“ja—aua_gp_q = | %kjy Oy &,
Cpjy Cpyy Epg
Aus (4) folgt:
4 _ . 34
aa‘,aa,,‘ aa‘.,aa,j’

oder, da die Gleichung eine Identitdt ist und 4 also wegdividirt
werden kann:

(6)

9?4 o4 .
aai,.aa,, aa‘,aa,j

t Ieh verweise in Bezug auf den Beweis auf Lausext: Traité d'Analyse I.
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Aus (4) folgt weiter, daB fur 4=0

0 04 94 — 04 ad.
Oa“ day, da, Oa,‘,

Ein System von linearen Gleichungen:

a]lzl+allz’+"'+alaza=kl

) ay ) + 8 7+ ...+ 05,7, =k
a4 +aul‘tl +.. '+auuzu =ku
hat zur Losung
o4 od 04
(9) Azi=k1%‘—‘+k,r‘"+...+k'm

unter Voraussetzung, dass 4 % 0.

Ist 4 =0, sind aber die Differentialquotienten erster Ordnung
nicht sammtlich gleich Null, so lautet die Ldsung von (8):

84 _ 94 X 24 .
(10) mzj— T, aa'j +'2=1 raa"aa'j (J— l,2,-.-n),

wo s einen beliebigen Werth (1,2, ... n) annehmen kann.

Sind die rechten Glieder von (8) simmtlich gleich Null, so be-
kommt man aus (10) die bekannte Formel:

z; z, .
(ll) GJA =W— (J=l,2,...ﬂ).
da,; da,,

Wenn 4 = 0, so sind somit die Gleichungen (8) nicht von einan-
der unabhingig, und man kann durch (10) oder (11) » — 1 von den
Grdssen z; durch eine derselben (z,) linear ausdriicken.

Wenn nicht nur 4, sondern auch simmiliche Unterdeterminanten

= Differentialquotienten) erster Ordnung verschwinden, dann hat man,
wenn z. B.

0*4

0.y, day, *0,
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folgende Ausdriicke fir z;:

0t 4 0*4 ot 4 2 0t 4
(12) z; = z, + z,+ Sk — .
0a,08a,"7  0da;da,"! " da da,;"? zl r da, da,da,;

§ 2. Ueber Functionaldeterminanten.

Wenn y,, y,, ...y, n Functionen der n Verinderlichen z,,
Zy, ...z, bezeichnen, dann nennt man Functionaldeterminante oder
Jacosr'sche Determinante (weil zuerst von Jacosr naher studirt) die
folgende:

on 9w 9w

a‘l, az‘) 1] az.

O 0% . 9% dy,
4] J= |9z 9z Frs =|¢W‘

8ys 0y, Ow

azlv az.’” ’ 9z,

Dieselbe wird auch 6&31.-5 in folgender Weise bezeichnet:

_ a(yuyn_-'-)y-).
(@) /= LICAE N S

Wenn y,,y,,...y, die partiellen Differentialquotienten einer

Function f sind, also:
0

~

@
R}

¥ = ’
so wird die Determinante die Hxssx’sche Determinante von f genannt,
und ihr Ausdruck ist somit:

@) H= l o7 Gj=1,2,...n).

ax‘azj

Jede Functionaldeterminante lisst sich als Quotient zweier Deter-
minanten darstellen.

Wenn nimlich d;z,, d;z,, ... d;z, irgend ein System von gleick-
zeitigen unendlich kleinen Aenderungen von z,, z,, ..z, bezeich-
nen, so sind die entsprechenden Aenderungen von y,,¥,,...,y, durch
folgende Formel gegeben:



§ 2. Ueber Functionaldetorminanion. 7

gy, = 50 dz + B da + ..+ J2dx,
dy, = """dfz,+"’”'4z, ot Fld s,
dy, ay.dJ +ay-d’z’ ) ay.dj:

Nun ist aber nach dem Multiplicationstheorem:

9%

oz | X ' B l G |2

WO
0 0
Cis ,‘d.f‘tl + y‘di": -+ a::d.v’.=di.'/n
und man hat somit:
dy, dy; ..

(4) J = a_a: :d’.z-{ 6hj=1,2,...,n).

¢ i T

Aus diesem Satze kann man verschiedene wichtige Eigenschaften
der Functionaldeterminanten ableiten; im Besonderen folgt hieraus
unmittelbar, dass:

Oy | _ | 0w ou,
) (o —Isu—, X | 7,
und speciell

R CE] 0u,
® AR

Der wichtigste Satz, der sich auf Functionaldeterminanten be-
zieht, ist in dem folgenden, von Jacosr aufgestellten Lehrsatz enthalten:

Die Determinante von Functionen, die nicht unabhingig von einan-
der sind, verschwindet, und Functionen, deren Determinante verschwindet,
sind nicht unabhingig von einander.

Der erste Theil dieses Satzes wird von Jacosr in folgender Weise
bewiesen. !

1 Jacosr: Ueber Functionaldeterminanten, herausgegeben von P. Sricxer.
Ostwarp’s Klassiker Nr. 78.
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Es soll bewiesen werden, dass die Determinante von Functionen,
die nicht unabhiingig von einander sind, verschwindet.

Es seien f,, f,, - . . f, nicht unabhéngig von einander, es bestehe
vielmehr zwischen ihnen die (Rleichung:

(7 o(fyfis---)=0,

die zu einer identischen wird, wenn man fir £,f,,..., f, die Aus-
driicke in den Verinderlichen z,,z,,. . . ,z, einsetzt, denen sie gleich
sind. Differentiirt man die vorhergehende [leichung nach den
einzelnen Veriinderlichen, so erhilt man folgendes System von Glei-
chungen:

_%f 8o L 8f, o1 of, oI
0=%% 3% Togm 3T 1 an a7’
_9f SH  0f oI af, oI
0=%a an tos ant  *as o
_9% 9H L of oI of, o1
0—8:&. 8ﬂ+az. 3f1+"°+3z. afs

Diese n + 1 Gleichungen lassen sich ansehen als ein System
linearer Gleichungen zwischen der gleichen Anzahl von Unbekannten

O oM O
af;), afi"."af-,

bei dem die constanten Glieder gleich Null sind. Bei einem solchen
System muss nach (9) § 1 die Determinante verschwinden, falls nicht
etwa alle Unbekannten gleichzeitig verschwinden. Es kdnnen aber

nicht alle Grdssen %% u. 8. w. gleichzeitig verschwinden, denn das
o

wiirde bedeuten, daB IT von allen f£,f;,...[f, frei wire. So oft
also die Functionen f,f;,..., f, nicht unabhingig von einander
sind, muB:

,"_f:_|=0 Gj=0,1,...,n)

werden. Und das war zu beweisen.
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Der Beweis von Jacosr fir den zweiten Theil des Satzes —
dass Functionen, deren Determinante verschwindet, nicht unabhingig
von einander sind — ist etwas umstindlicher. Er ist indessen ein-
fach und fibersichtlich und ich gebe deswegen diesen Beweis hier
wortlich wieder.

Wir wollen mit 4,,4,,..., 4, die Ausdriicke bezeichnen, die
man in der Determinante

0/ . .
J= 3}%, (#hj=0,1,...,n)
der Reihe nach mit
0f 0f . 9%
a%)azl) 18&

multiplicirt findet. Dann hat man nach (2) § 1 die identischen
Gleichungen:

@®) "f'A +aﬁ'A +. f"A.,
0=3L g+ 304 4. gf_A_,
9) ) ) .
0= ""'A +"f-4+ "2'.,4..

Wir wollen annehmen, daB die Functionen unabhingig von
einander sind; sind sie es nimlich nicht, so gilt bereits, was wir
beweisen wollen, dass die Functionen nicht unabhingig von einander
sind. Man kann nun » von den Verinderlichen z,,z,,..., z,, etwa
z,,%,..., 2z, durch z, und £,f£;, ... [, ausdriicken.

Fihrt man diese Ausdriicke von z,,z,,...,z, in die Function
fo ein, so wird £, eine Function der Veriinderlichen:

Zoyfisfar ool

Die partiellen Differentiale in Bezug auf diese Verinderlichen
wollen wir in Klammern einschliessen. Dann wird:



10 Hilfssitze aus der Mathematik und der Mechanik.

e ) () e () 8 e )2

und ferner, wenn ¢ irgend einen der Indices 1,2, ...,n bezeichnet:

an,_(af,,) af; (%) 0h . 4 (af) af

5 = \37) 9z T \34) 9= af.) 3z

Setzt man diese Ausdriicke in (8) ein, so erkennt man, dass die
Ausdriicke, die der Reihe nach mit:

(a7): (57)-(5%)

maultiplicirt sind, wegen (9) identisch verschwinden. Mithin ergiebt
sich die bemerkenswerthe Formel:

— (91
(10) J= ( a%) 4.
Verschwindet also die Determinante auf der linken Seite, so
muss entweder (g—a’;) oder die Determinante:
(]
(11 A=|%% Gjy=1,2,...,n)

verschwinden.

Wir setzen voraus, dass die Behauptung fir n Functionen gilt,
oder dass n Functionen nicht unabhiingig von einander sind, wenn
ihre Determinante verschwindet. Mithin wiirden, wenn die vorher-
gehende Determinante 4 verschwinde, die Functionen £,,f;,...,f,
in Bezug auf z,,7,, ..., z, nicht unabhiingig von einander sein, und
das widerspricht der Voraussetzung, die wir gemacht haben. Folg-

lich muss der andere Factor (g%) verschwinden, und hieraus folgt,

dass £, allein von f,,f;,...,f, ohne die Verinderliche z, aus-
gedritckt werden kann. Mithin sind die Functionen f,f,,...,f,
nicht unabh#ingig von einander, was zu beweisen war.

Nachdem wir die Behauptung fir n 4 1 Functionen bewiesen
haben, sobald sie fir » Functionen gilt, wird sie allgemein gelten,
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sobald sie fir zwei Functionen erhirtet ist. Das geschieht folgen-
dermaBen.

Es seien f, und f; Functionen von z, und z,, deren Deter-
minante verschwindet, oder es sei identisch:

86 0K _ 86 8f _ .

Nun ist f; entweder eine Constante oder enthilt wenigstens
eine der beiden Verinderlichen, etwa z,, und dann 148t sich z, durch
z, und f] ausdriicken. Setzt man diesen Ausdruck in f ein, so wird:

- 18+ (49 %
af 9%\ 94
e (8%

mithin .
96 8fi _9f af-_(ﬁ)ﬂﬁ.
= = 5=z

Der zweite Factor 3—2 verschwindet nicht, da wir voraussetzen,

daB f, gerade z, enthalten soll, mithin ist:

()0,

L]
oder die Function f,, ausgedriickt durch z, und £, wird frei von
z, und ist eine Function von £ allein. Hiermit ist dargethan: So
oft die Identitat:

3 3 _0f 3 _

besteht, ist entweder f; eine Constante oder f, eine Function von
f,» und es sind also die Functionen £, und f£; nicht unabhingig von
einander. Und das war zu beweisen.

So lautet der Jacomr'sche Beweis fiir diesen wichtigen Satz.

Die obigen Theoreme konnen auch in folgender Weise ausge-
dritickt werden:
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1. Punctionen, deren Determinante nicht verschwindet, sind von
einander unabhingig.
2. Die Determinante von Functionen, die unabhingig von einander
sind, verschwindet nicht.
Beispiel. Es seien gegeben die folgenden drei Gleichungen:
2+ Yyt 43t =1,
@—a)l+y'+2=13,
ez +fy+yz—38=0.
Die Bedingungen dafiir, daB diese Gleichungen von einander unabhiingig,

sind zu suchen.
Die Functionaldeterminante lautet:

z, 9 % a, 0,0 9 %
d=4|z—06,9y,%|=42—a, 9,2 |=4a ﬂ’ ’
o, 67 o by "7

Die Determinante verschwindet, und die Gleichungen sind also nicht un-
abhingig von einander, wenn:

a=0,

g=r=0.

oder

Im ersten Falle werden in der That die zwei ersten Gleichungen iden-
tisch, im letzteren Falle wird die dritte Gleichung aus den angeren abgeleitet,
indem man die Gleichungen von einander subtrahirt.

Die Determinante verschwindet auch, wenn y und z solche Werthe haben, dass

ry—fx=0.

Die nihere Untersuchung solcher Fille wird in dem folgenden Paragraphen
gegeben,

Wenn die » Gleichungen, welche die Grdssen y,,y,,..., y, und
z,,%4, ..., z, mit einander verbinden, impliciter Form sind, also von
der Form:

[ Ys Y 2%y e, 2)=0 f=12...,n),

so kann man die Functionaldeterminante:
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ia_” Gj=12...,n)

folgendermassen bilden.

Man hat
=81 _(8f) Of dm 8fi 3ya
0—_3;_(63) dy, sz+"' dy. 9z
und mithin
8fi) _0f 83 , 8fi 3y 0f O
_(B_:cj) T Ay z:-+ 3y, az,.‘*‘ + dy. azj'
und es ist also:
o af.
ag,. azj
oder
2 | i | (2| | 25

§ 3. Vielfache Ldsungen eines Systems von Gieichungen.

Eine der wichtigsten Anwendungen der Theorie der Functional-
determinanten bezieht sich auf die Untersuchung der vielfachen
Ldsungen eines vorliegenden Systems von Gleichungen.

Es sei:

P (¥:Y3s -1 Ypi ) =0
o)) s (Y1:¥3r -+ -1 Yns ) =0

Po(Y15Ysgr o1 Yps 2) =0
ein System von n gleichzeitigen Gleichungen, in denen ausser den
Grossen y,,y;, ..., Yy, auch ein Parameter z vorkommt.
Wir nehmen nun an, dass zu dem Werth = = z, das Werth-
system y°,y%,..., y° gehort, und wollen nun diejenigen Werthe

YOn ¥,,Y,, . ., ¥, bestimmen, die einem Werth von z in der Nihe
von z = z, entsprechen.
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Wir setzen zu dem Zweck:

z =2, +Er
=9+,

und die (Rleichungen (1) lauten somit:
@Y+ 1Y 0 Y F 55+ E) =0,

woi=1,2,...,n.
Entwickeln wir nun diese Gleichungen nach dem Tayror’schen
Lehrsatze und beachten, dass nach der Voraussetzung:

%Y Ys  ¥% %) =0,

80 bekommt man zur Bestimmung von 1,, 7,, . . ., 7, die Gleichungen:

g ¢ do X =
a—%ﬂl+'mﬂ,+---+3-,iﬂ.+'a—z§+ﬂl—0’
aw, aW’ a% BQJ, —
@ a—%'ll'l'a—y:ﬂ,'i'---'l'a—%'l.'i' az£+R’—0)
0 . 0@, 0 @a 0 @,
a—%ﬂl+m'l,+---+ ay."~+ 61;5+R"=0’

wo R, R, ..., R, die Glieder zweiten oder htheren Grades in den
Entwickelungen bezeichnen.

Bezeichnen wir nun die Functionaldeterminante von ¢ mit 4,
so dass:

6)) f= @000 _ | o

(ij=12,...,n),

(%) Yar---r %) | 9y,
und setzen:
(X3
4 ay =3
) i ayj’
so dass auch:
4=]a;|,

80 ist die Ldsung von (2) von dem Werth der Functionaldeterminante
hitngig. .
aretens:
4%0,
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80 bekommt man nach (9) § 1:

_ - oy 04 dg, 94 dop, 04

o A1 =852 day t 9z day 9z dag
Y] a4 ad
+Rlaa, R’aa, +...+R_aa“

Die Glieder, die mit R, multiplicirt sind, sind mindestens von
dem zweiten Grad in § und #, und weil nun 4 4 0, so kann man
& so klein wiahlen, dass die Glieder in der letzten Reihe beliebig
klein ausfallen im Verh#ltniss zu dem ersten Glied. Es folgt hieraus,
dass zu einem hinreichend kleinen Werthe von § in diesem Fall ein
einziges System von Werthen fir die GroBen %, gehdrt.

Wenn A4 % 0, so ist die Losung somit eine einfache.

Ist dagegen 4 = 0, sind aber die Unterdeterminanten erster Ord-
nung von 4 nicht smmtlich verschwindend, so lautet die Gleichung (5):

{ 0=4f+

(6) a4 a4 a4
+ R,m +R,5;‘ + e + R-aT..’

wo

dg. 04

aT.,'*'az 6a,.+ -+ 352 dau

A=‘-’ﬂ 04 [ O¢y, 04
oz

Andererseits hat man nun nach (10) § 1:
04 S Otp, o* 4
M Gam=nge — 2 (E T+ R)sa ey

wo j=1,2,...,n und s einen beliebigen Werth (1,2,...,n) an-
nehmen kann.

Mit Hilfe dieser Formel kann man simmtliche #; durch einen
einzigen, z.B. 5 ausdriicken. Behalten wir nun in (6) nur die Glieder
niedrigster Ordnung, so lautet diese Gleichung:

©)] Cn* + Bn §+ 4E=0,

wo man das zweite Glied vernachlissigen kann, wenn 4 £ 0. In
diesem Fall hat man also:

n == V_El/——%'
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und jedem Werth von § entsprechen zwei verschiedene Werthe von
7,- Man hat also hier eine Doppellosung.

Wiirden nun weiter auch simmtliche Unterdeterminanten erster
Ordnung von 4 verschwinden, so wiirde man die Ldsung von (2) in
folgender Weise erhalten:

Aus (7) erhilt man:

< 0, 0* 4
(9) 0= E(ea_t-i- R')aa;a_aarj’
wo s einen beliebigen Werth (1,2, ..., ») annehmen kann.

Da nun in diesem Falle nach § 1 n — 2 von den Grossen
ys gy - - +» M, 8ich durch zwei beliebige von ihnen — z. B. , und
1, — ausdriicken lassen, so erhilt man aus (9) fir s=1und s=2
zwei Gleichungen von der Form:

0=FE v* + B0y, + Byn*y + (Byny + Egn,)E + B E* + E, &,
O=F o+ Fynyng + Fyn®s + (Fymy + Fym)E + F 8 + F §

und wenn die Coefficienten £ und # nicht verschwinden, so bekommt
man nun also eine vierfacke Losung der Gleichungen (2).

Wir finden also, dass, wenn die Functionaldeterminante fur be-
stimmte Werthe der Grissen z und y, verschwindet, zu diesen Werthen
immer eine vielfache Losung des vorliegenden Systems von Gleichungen
gehort.

Beispiel. Man betrachte die Gleichungen:

@—at+y*-1=0,
?+y'-1=0,
wo a einen Parameter bezeichnet.

Die Functionaldeterminante lautet:

z—a,y
z Y

4 =4

”' —4ay,

welche verschwindet, wenn @ = 0, in welchem Falle die Gleichungen nicht
unabhiingig sind, und fir y = 0. Dem letzteren Falle entspricht in der That
eine Doppelldsung des vorliegenden Systems.

§ 4. Lineare Substitutionen.

Wenn man die Grossen z,,z,,...,z, gegen neue Grossen
Y1»¥Yg» - - -y Y, vertauscht, welche mit den vorigen durch lineare
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Relationen verbunden sind, so entsteht eine lineare Substitution. Bei
einer solchen ist also allgemein:

=rmh tsYst s T

1) Zy=yuh t ¥t t V5.0
'?- =7ulyl +7u!yl + b +yuuya'

Man nennt diese Substitution orthogonal, wenn

@) i"”i = gy’t'

=1

Setzt man die Gleichungen (1) in (2) ein, so bekommt man fiir
eine orthogonale Substitution folgende Relationen zwischen den
Coefficienten:

0firpufy

® Srwre={ 10t

welche Gleichungen auch in folgender Weise geschrieben werden
kdnnen:

s 0fir ufy
.g,"'“""_{ﬂ n p=v

Die Anzahl dieser Relationen zwischen den Coefficienten in
nn+1)

einer orthogonalen Substitution ist , und da die ganze

Zahl der Coefficienten gleich »? ist, so ist die Zahl der unabhéngigen

Coefficienten also )
nn-1)
-

Fir » =3 hat man also drei unabhingige Coefficienten (die
EvLer'schen Winkelcoordinaten). Es ldsst sich zeigen, dass in dem
allgemeinen Fall die »® Coefficienten sich rational durch {n(n — 1)
unbestimmte Grissen ausdriicken lassen.

Mit Hilfe der Relationen (3) erhdlt man nach dem Multi-

plicationstheorem
4= +1.

Die bekannteste orthogonale Substitution ist diejenige, durch
CnARLER, Mechanik des Himmels. I. 2
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welche man die Verinderungen der Coordinaten bei einer Drehung
eines rechtwinkligen Coordinatensystems ausdriickt.

Von besonderem Interesse sind die Transformationen eines
Polynoms zweiten oder hdheren Grades mittels orthogonalen Sub-
stitutionen.

Ganze homogene Functionen nennt man Formen. Diese Formen
sind guadratisch, cubisch u.s. w., je nach ihrer Gradzahl. Dieselben
werden bindre, terndre u. s. w. Formen genannt, je nachdem die Zahl
der eingehenden Verinderlichen zwei, drei oder hoher ist.

Eine guadratische Form

4) f=Saynz  Gji=12...,1),

WO @;; = a;;, kann immer durch eine orthogonale Substitution in
eine Summe von nur Quadraten transformirt werden.

Macht man n@mlich die Substitution (1) in (4) und bestimmt
die Coefficienten y;; so, dass

(%) D> ai7iutiy=0 fir pFv,

80 bekommt man zur Bestimmung von y;; hier _"("_2_2 Relationen.
Da die Substitution orthogonal sein soll, kommen noch 22T -1 ("2"' ]

Relationen dazu, und hiermit hat man die gentigende Zahl von Glei-
chungen zur Bestimmung der Coefficienten y;;.

Diese Bestimmung geschieht in der folgenden Weise.
Man kann (5) folgendermaassen schreiben:
Ywlanns + a7+ oo+ @, 70 ]+ Vaulan s + @y 750 + .- +
+ @y, 7nr] F oot Yl iy F @y 73 + oo+ 78] = 0.
Andererseits ist nach (3):
716 71v + Yau Yart oot VapVar= 0.

Setzt man in diesen beiden Gleichungen p =1,2,...,n mit
Ausschluss des Werthes p = #, so findet man bei einem Vergleich
zwischen den so entstandenen beiden Gleichungssystemen, dass
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Gy 711+ 1372, + ...+ Cinlny _ ay,y 711 + gy 7’1 + ... + a4, Ty
ft, 7),

— Oy Ty T GygVayt oo + 0,7,
Tny

Nennt man den gemeinsamen Werth dieser Quotienten s,, so
bekommt man also folgendes System von Gleichungen:

(@, —8)7,t+ a7+ +aqatar=0,
(6) 0,17’1-4'(4”—8')7,'+---+a,-7-v=0»
a‘1717+a!l’731+0" +(a..—l,)7’.,= 0.

Wird noch die Gleichung

6 S t'v’ =1

(6% 2wt =

hinzugefiigt, so sind hierdurch die Coefficienten y,,, 755y - - 5 7u»
bestimmt.

Es wird weiter offenbar
(7) =ay’+ay'+...+ RS

und somit ist die betreffende Reduction fertig gebracht.
Zur Bestimmung von s, hat man nach (6) die Gleichung nte
Grades:
Gy =8, Gyy--0,

®) Foy=|%0 M=% om0 g

a a - a —S'

nl? n3?** nn

Diese Gleichung hat (fir reelle a;;) nur reelle Wurzeln.

Dieser Satz wird in folgender Weise bewiesen.

Es seien s, und s, zwei conjugirte imaginire Wurzeln. Die
entsprechenden Coefficienten y;,, und y;, miissen dann auch con-
jugirt sein, so dass man setzen kann:

ox
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Yiu =i+ V=18
Viv = €; — P—lﬂt-

ViuVie =2 + 2

Hieraus folgt

Nun ist aber nach (3), weil die Substitution orthogonal ist,
27‘# 7iv=0 (nF1)

Vit =1,

und

welche Gleichungen sich offenbar unter den gemachten Voraus-
setzungen widersprechen. Die Wurzeln kionnen also nicht imaginir
ausfallen.

Dagegen konnen mekrfacke Wurzeln von (8) auftreten.

Hat F(s)=0 eine doppelte Wurzel, dann muss fir diese auch

F(=0,
mithin
oF oF oF
0=F(8)=—a—a“—m—...—m

sein. Diese Gleichung mit g% multiplicirt lautet
i

O_F(,)E__HH_B_FEE_ _9F oF
- a6y dax Bay a7 OGas da

Nach § 1 Formel (7) ist aber, weil # =0,

dF aF _ 9F OF
aaij da,, day aakj,

also
0F O0F _ oF QF _ 0F 4F
aﬂ“ ] ayn - 0 aq 0 (13 - ] (1] L] Q41 ’

das letztere, weil die Determinante F symmetrisch ist. Man hat
demnach

=¥ g5~ = (oa) ~ (ga) — -~ (5n)
O—I (S)aa“— 341” aa" cee aa,.; ’

aus welcher Gleichung nun folgt, dass simmtliche Unterdeterminanten
zu F von der ersten Ordnung verschwinden.
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von (6) die folgende

»*F _ _ &F 4+ OF
300,000, = 80,0000 " T Fay, Gane

Vavs

so dass die Coefficienten y;, sich durch zwei derselben ausdriicken.
Durch die Gleichung
27 lv’ =1

kommt eine Bedingung hinzu. Man kann also einem von den
Coefficienten, z. B. y,,, einen beliebigen Werth zuertheilen.

Bei einer Doppelwurzel s, kann also einer von den entsprechenden
Coefficienten y;, willkiirlich gewihit werden. —

Bei einer vielfachen Wurzel kénnen mehreren von den Coeffi-
cienten beliebige Werthe zuertheilt werden.

Die Form
=Xy

bleibt doch immer bestehen. Einer vielfachen Wurzel entsprechen
mehrere Glieder mit demselben Kactor s.
Beispiel 1. Es sei die bin#re Form
f=3%"+ 82,2, + 82!
gegeben; dieselbe soll durch eine orthogonale Substitution
B=ruh + 1%
Ty =Yubhh +Tn¥Y

in eine Summe von Quadraten umgeformt werden.

Man bekommt
8-—-3, 4
F(s) = =@E-7@E+1).
4, 8-—3
Es wird also
f=1%'-w',

und die entsprechenden Werthe der Coefficienten sind

1
S= s =

m 2 :

<

| -

n = e =

1
Ve
1
“Vz

2
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Beispiel 2. Fiir die ternire Form

f=2+8%"+ 82,2 + 92,
bekommt man
F@e) =01 -9 -801 -3,
also
8 =8 =1; 8 =11.

Man hat es hier also mit einer Doppelwurzel zu thun. Einer von den
Coefficienten y kann mithin willkiirlich gew#hlt werden. Er sei 7,,. Man
bekommt dann

i1 =7Tu 3 ne=—Vi—-n’; 7ns=0.
2Y1 - s 2
fn"‘y—vzh‘l—; 7"=-V% 3 Yu'ﬁ'
= 4LVI — 7’ H = Iu 3 - i .
Tn V? 7ss V? 7ss ﬁ

Was fir ein Werth auch dem Coefficienten 7,, zuertheilt wird, so hat
man doch nun immer

f=2'+8%'+8m5 + 95" =y"+ 4"+ 11y

§ 5. Lineare Differentialgleichungen mit periodischen
Coefficlenten.

Solche Differentialgleichungen kommen in der Mechanik des
Himmels h#ufig vor. Ihre Theorie, von HrrmMrTE begriindet, ist
zuerst von FrLoQUET systematisch dargestellt worden in den
»Annales de I'Ecole Normale“ fiur die Jahre 1883 und 1884.

Ich werde mich hier besonders mit einem System von gleich-
zeitigen linearen Differentialgleichungen beschéftigen, zuerst werde
ich indessen die Grundziige der FroQuer'schen Untersuchungen kurz
wiedergeben.

Gegeben sei also eine lineare Differentialgleichung »** Ordnung

-1
M PO=TL4p@ T Lt +p@y=0,

WO p,, . .., p, periodische Functionen von z mit derselben Periode
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sind. Fir die Anwendungen dieser Gleichung in der Astronomie
geniigt es im Allgemeinen anzunehmen, dass diese Coefficienten
eindeutige, stetige und analytische Functionen von =z sind,
die in jedem Punkt a sich nach den positiven Potenzen von
z — a entwickeln lassen. Durch die Untersuchungen von Fucas
in CRELLE’s Journal Bd. 66, welche nunmehr in die Lehrbiicher
ibergegangen sind, ist es bekannt, dass man dann in jedem Punkt
ein System von m Potenzreihen finden kann, welche die Gleichung(1)

befriedigen, und aus denen jedes andere Integral sich linear aus-
driicken - ldsst. Diese Potenzreihen bilden zusammen ein Funda-

me; stem von Integralen.

Es sei nun f (z), f3(2),..., f,(z) ein derartiges Fundamental-
system zu (1). Dann missen auch fi(z +w), f(z+ ®),...,
f.(z + o) ein Fundamentalsystem bilden. Es ist nun immer mdg-
lich ein System von Coefficienten 4;; zu finden von der Art, dass

heto)=4, @)+ 4, f;)+...+ 4,, 1,2
@) f.(-f-l-w) Anfi(l‘)+4”fg(1‘)+ .+ 4, f(-r)

f (.1.‘ + m) Anl fl (:) + Au’ fl ("") +...4+ Annf ('t)’

wo die Determinante

3) | 45| % 0.

Wie ein solches System von Coefficienten bei den praktischen
Anwendungen thatsiichlich gefunden werden soll, werden wir spéter
untersuchen.

Wir nehmen nun an, dass es mdglich ist, ein Integral #(z) von
P(y) =0 zu finden von der Art, dass

4 F(z 4+ o) = s F(z).

Functionen dieser Art, die also so beschaffen sind, dass sie,
wenn das Argument mit einer vollen Periode vermehrt wird,
denselben Werth, mit einem constanten Multiplicator s multiplicirt,
wieder annehmen, nennt man periodische Functionen von der zweiten
Gattung. Die Benennung rithrt von Hemmrre her, welcher zuerst



24 Hilfssitze aus der Mathematik und der Mechanik.

solche Functionen bei dem Studium der Lamt’schen Gleichung
untersucht hat.

Dies Integral #(z) muss man auch durch die Functionen f (z),
(@), ..., f.(2) linear ausdriicken kdnnen. Es sei hierzu

©) Fa)=unfi@+ufiE+. .. +v,[,@),

WO u,, u,,..., u, gewisse Coefficienten bedeuten, die nicht simmt-
lich verschwinden kdnnen.

Aus (4) und (5) folgt

sFa)=Fz+o)=uyfiz+o)+yfiiz+o)+...+u f (z+0)=
= w4, [@+4;/@+...+4,[ @]+
+uy [y [1(2) + 4y f3(2)+ ...+ 4, [, (2)] +
+ un[An‘l f;(:) + Au’f’ (I) + A + Aﬂlf;l(:)]
= JMAE  + B[ el
Es folgen also zur Bestimmung von u,, u,,..., u, die Glei-
chungen
4y — 9w + dyuy +...+ A,u =0,
) Ayguy + (dyg — )y +...+ 4,,u, =0,
Alnul+ Alnu’ +"'+(Anu_s)un=0’

wo wenigstens einer der Coefficienten u unbestimmt bleibt. Fir s
bekommt man hieraus die folgende Gleichung:

4, —s, gy oo, 4.,
) Gs)=| Ayy dyg—5, ..., A, -0,
Aln’ AZn’ "'7‘(A1m_")

welche man die Gleichung in s oder die Fundamentalgleichung nennt.

Hat G(s) = 0 n verschiedene Wurzeln, so giebt es n Integrale,
die periodische Functionen von der zweiten Gattung sind. Diese
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n Integrale bilden auch zusammen ein Fundamentalsystem von
Integralen, denn bestinde zwischen ihnen eine lineare Relation

CF@+CF@+...+CF@=0,

so erhielte man, indem man z gegen z 4 o vertauscht und
diese Operation n — 1 mal wiederholt, n Gleichungen, aus denen
folgen wiirde, dass

1’ 1’ ooy 1
E 5, S5, c0oy 8, =0=(s5, — ) (85 —5)...(s,— 5)
’,1” ‘:" ceey 3,,’ (’3—‘8)"'(‘15_‘3) ’
. (8= 3a-1)
:81‘—1, ,’ﬂ—l’ ceny 8“.—1 »n L]

was nur mdglich wire, wenn zwei von den Wurzeln s einander
gleich sind.

Kommen vielfache Wurzeln vor, so erhiilt man nicht in dieser
Weise alle Integrale. FroQuer hat gezeigt, dass zu einer vielfachen
Waurzel von der Ordnung p ein System von u Integralem 7,...,
F, gehdrt, die sich durch periodische Functionen g;;(z) von der
zweiten Gattung in folgender Weise darstellen lassen:

F @) =gu (),
F, () = @y (7) + 7 @gy (2),

Fo@)=gu@+20ua@+...+ 27 @uu(2).

Ich werde mich indessen bei dieser Frage hier nicht aufhalten,
da sie bei der Untersuchung eines Systems von gleichzeitigen Differen-
tialgleichungen besprochen werden soll.

Ein solches System wird nach einer Methode untersucht, welche
der Froquer'schen #hnlich ist. Die Discussion wird indessen - in
den Einzelheiten etwas anders und da (1) sich immer auf diesen
Fall reduciren lisst, so gehe ich zu der Behandlung dieses allge-
meineren Falles fiber. — Die Bestimmung der Form der Integrale
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fir diesen Fall ist von Poimncark gegeben in seinen »Méthodes
nouvelles de la mécanique céleste.

Wir nehmen an, dass das vorliegende System von Gleichungen
von folgender Form ist:

(

daz,
d_—"fu Tt Py Tyt Pra T,
dz,
d_—‘Pn Tt Pyt +@,7,,

®

d
d_xt—(pnl :l+¢nl I’+ +(Pnnzu’

WO ,,, @3 U8 W. eindeutige und analytische, periodische Func-
tionen von ¢ sind mit der Periode 2.

Nach der allgemeinen Theorie der linearen (leichungen kann
man sich ein System von n Ldsungen der Gleichungen (8) ver-
schaffen:

=Y, 0, Z3=9,;30, ..., 7, =y, (0),
‘/’n (t)v zy = ‘/’n (t)r ey T, = V’s.(t)

‘l’-l(t)' Zy = "Pu(‘)’ ey T, "'V’“(t)

Wenn diese Integrale ein Fundamentalsystem ausmachen, so
milssen die allgemeinen Integrale von (8) von folgender Form sein:

= 1‘#’11(‘)"'01[’:1(‘)'*‘-- +C‘P-.1(t):
= 1‘#’1:(‘)"‘0:"”:’(’)'*' +C‘/’ns(‘):

z, = Cl WIn(t) + cinu(t) +...+ C wnu(t)

wo C,, C,, ..., C, die Integrationsconstanten bezeichnen.
Da die Coefficienten ¢;;(f) die Periode 2% besitzen, so bleiben
;;(¢) auch Integrale, wenn ¢ gegen ¢+ 2x vertauscht wird. Also ist

YuE+2a)=4d,9, O+ 439, O+ ...+ 4,9, (),
9) V’u (‘ +27) =4, 1/"u (t) + An ""u (t) +...+ Aln'wns (‘)v

‘/’1-(‘ + 2”) 11 “/’1-(‘) + All ‘/’z.(‘) + + AlﬂWﬂ‘(t)
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und ebenso

Y+ 28)=dy, 9, (0 + 4ggvy, (O + ... + 45, 9,,(0),
(9% Yy (t+ 27) = An Y () + Au Vs () + . oo + 4y, P4 (8),

. w’u(t + 2 ”) 21 1ll’l»(t) + AII 1)0” (0 +...+ Alu wnu(t)

uw 8. W.
Es seien nun 6,, (), 6,,(9), . . ., 6,.(¢) periodische Functionen
von der zweiten Gattung, so dass

9,‘(t+ 21’) = 8,9..‘(‘),

wo s, eine Constante bezeichnet. Wenn diese Functionen auch
Integrale von (8) sind, so hat man

0 = Bynu®+ Byyni + oo+ Boyn®; G=1,2,.., 0,
und es ist dann
6,i(t+ 27) = B, [4,, () + 43 ¥y, () + - . . + 4,9, @)],

+ By (45, 9,,(0) + An "/’u(t) +...+ A:."p.t(t)]’
+ . .

+‘B [A l¢16(0+ ’wl((l)+"'+dun¢|‘(t)]’
=3 [Biy,,() + B, v,,@&) + ...+ B, ¢,,(8)].

Die Grossen B, werden also aus folgenden Gleichungen be-
rechnet:
(4, —%)B, + 4y B, + ...+ d,B, =0,

(10) AuB'l'(Au“‘v)B"' .+ 4,B =0,

nBy+ 43, By +...+(4,,—5)B,=0,
und s, wird aus der Gleichung (7)

7) G(s,) =0

8 timmt.
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‘Wenn man
2a,7
s, =¢e

setzt, so findet man, dass P 6, (¢) periodische Functionen (von der
ersten Gattung) sind. Wir schreiben also

97‘ = 0"‘ )"l' (t) )

wo nun A,;(¢) periodische Functionen der Zeit bezeichnen.

Sind simmtliche Wurzeln s, der Fundamentalgleichung von
einander verschieden, so haben nun die allgemeinen Integrale fol-
gende Form:

5 =Ce M O +Ce A @) +...+C e A0,

a 5= Gy (O +Ce™ Ry (O + .- + €y e™ A5 (0,

T, = Cl eﬂl‘llu(t) + c] ea"l’n (t) +...+ Ca ea'.‘}'nn(t)'

Die Grossen a, werden von POINCARE charakteristische Ezponenten
genannt. Sie spielen eine wichtige Rolle bei allen Stabilitats-
untersuchungen in der Mechanik.

Wenn die Fundamentalgleichung G(s) = 0 vielfache Wurzeln
besitzt, wird die Form der Losung unter Umstinden eine andere.

Aus den Gleichungen (10) werden die Quotienten zwischen den
Coefficienten B bestimmt. Einer von denselben ist also immer
willkiirlich und spielt die Rolle einer Integrationsconstante. Wiirde
G(s) =0 eine Doppelwurzel besitzen und fir dieselbe simmtliche
Unterdeterminanten erster Ordnung verschwinden, so kénnten, wie wir
in § 1 bewiesen haben, zwei von den entsprechenden B-Coefficienten
willkiirlich bestimmt werden. Man hat dann fir diese Wurzel
zwei Integrale, die beide periodische Functionen von der zweiten
Gattung sind, mit demselben Multiplicator.

Sind aber nicht alle Unterdeterminanten von der ersten Ord-
nung gleich Null, so kann die Natur der Integrale in folgender
Weise bestimmt werden.
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Es sei s, eine Doppelwurzel.
Zu diesem s, gehdrt nun ein System von Werthen fir B,,
- By, ..., B, (von welchen Grdssen eine willkiirlich ist) und ein ent-
sprechendes System von ©-Functionen — 6,,, 6,,, ..., 6,, mit
dem Multiplicator s,. Es ist dann

6,, = Byyy, + Byyy, +.--+ By,

913 = 11Pu + B,‘!P,, +...4+ B 1”-:!

91-”'31"’1-'*'314’:.'*' +B 'P“’

wo wenigstens einer von den Coefficienten B, — z. B. B, — von
Null verschieden ist. Man kann daher das Fundamentalsystem v,
gegen das folgende vertauschen:

6115 Yars o1 Yars
613) Wiy - ooy Voss
eln’ w’a’ MR 1”.-'

Mit Hilfe dieses Fundamentalsystems bildet man die Glei-
chung in s. Statt der Gleichungen (9) hat man nun die folgenden:

0,,(t+ 27) =45 6,,(9,
Wn(‘ + 2") le 9“(t) + Bn 'V’z:(t) +...+ B:u‘l’-i(t)’

1/’,.:(' + 2") 01.(¢) + B, %d‘) +...+ B..'P.‘a(t),
woraus die neue (leichung in s entsteht .
s—s5, 0, ..., 0
12) G,(s) = B,, By-—s,..., B, =0.

'Bul’ Bnl’ c 'Brm—s

Die Wurzeln dieser Gleichung miissen mit den Wurzeln von (7)
zusammenfallen (FLoQUET) und es ist also
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By —s,..., By,
(13) C . =0.
B

n2’

., B, —s

Diese Gleichung muss also eine Wurzel gleich s, haben.
Aus (18) geht hervor, dass es ein System von Grossen x,,

%y, ..., %, giebt, welche nicht simmtlich gleich Null sind, und
welche die folgenden Gleichungen befriedigen:
(Byg — 8) % + ...+ By %, =0,
(14) e e e e e .
B, %+ ...+ (B, —8)x, =0.
Wir konnen nun aus unserem Fundamentalsystem folgende
Integrale bilden:
0, () = 2,0, () + %95 () + ... + 2,9, (8),
Oy (t) = %, 03 (&) + 2, W3y () + ... + 2,95 (0),

6;,() =%0,,(0+ %y, () +... + xn¢uu(t)’

wo x, eine unbestimmte+Constante bezeichnet.
Aus diesen (Fleichungen bekommt man

6,,(t + 2m) = x, 5, 6,,(?)

+ %, [B;, 0,,(8) + Byy vy, (&) + ... + By, v,,(0)]
+

+.xn [Bnl Oli(t) + ‘anwh'(t) + cee + Bm:wni (t)]

=[x +%B,; +...+x,B,]0,,()+

+ ["an +...+ ".B,.z]%: +

+

+ ["s B$u+ cee + xn'Bnn] wn‘(t)’

welche Gleichung in Folge der Relationen (14) die folgende Form
annimmt
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6,,(t+2m) =[x 5 +x 8, +...+,B,]16,,() +
+ 8 %Yy, +...+ a2y,
=[%8 +%B, +...+%,B,]6,,()+
+ 5 [6,,() — %, 6,,(9].

Setzt man nun

A=%B, +...+ % B,
so genfigt also O,,(¢) der folgenden Functionalgleichung
(15) 6,,(t+ 2n)=46,,(t) + 5, 6,,(0).

Wird hier mit .
6,,(t+ 27) =45 6,,(

dividirt, so bekommt man

6yt+2n)  6,(0) , 4
6t +27) 6,:() s’

eine Gleichung, die befriedigt wird, wenn man setzt

6,0 _ 4
8,0 — 5O+ 555 4

wo {,(f) eine periodische Function von ¢ mit der Periode 2% be-
zeichnet.

Hieraus folgt, dass diejenigen Integrale, die der doppelten Wurzel s,
entsprechen, die folgende Form besitzen

(16) 0,,(0) = 85,0 + 5210,

wo ©,,()) und O,;(t) periodische Functionen von der zweiten Gattung
mit demselben Multiplicator s, bedeuten.

Der Coefficient 4 ist nicht nothwendiger Weise von Null ver-
schieden. Wenn 4 = 0, so sind sowohl O,,(#) wie O,,(¢) periodische
Functionen von der zweiten Gattung.
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Ist s, eine dreifache Wurzel, so kommen mit ¢* multiplicirte
Glieder zum Vorschein u.s. w. Dieses Thema findet man (fiir die
Gleichung (1)) in der Abhandlung von FrLoQUET néher ausgefiihrt.

Bei den praktischen Anwendungen dieser Theorie spielt die
Bildung der Gleichung in s, G(s) = 0, eine wichtige Rolle. Ich werde
mich deswegen etwas ausfithrlicher bei diesem Punkt aufhalten.

Die Aufgabe zerfillt in zwei: 1) Berechnung eines Funda-
mentalsystems von Integralen, 2) Berechnung der Coefficienten 4;;
aus diesem Fundamentalsystem.

-Betrachten wir zuerst die letztere Aufgabe. Mittelst der Glei-
chungen (9) hat man

Yl +2a)=d, 9, )+ dgv, O +...+ 49,0,
(9) YisC+28) = A, Y5 () + digWgg (O + ... + 4, 9,5(0),
V(6 +28)= A4, 9, () + A, O +...+ 4, 9,09,

und die Determinante
| i;(0) |

ist nicht identisch gleich NulL

Nehmen wir nun an, dass ¢ = O eine solche Stelle ist, in welcher
diese Determinante nicht verschwindet. Es sei also

4= |y;0)|F0.
Fiir ¢ = 0 erhilt man nun:
Y (27m) =4, 9, (0) + 459, 0)+ ...+ 4, v,(0),

Yis (27) = 4, 93 (0) + A3 9y, 0) + .. . + 4,9, (0),

Yin 2 7) = 4 9,0+ 439, 0 +... + 4,v,(0).

Die Losung dieser Gleichungen ist nach § 1 Formel (9):
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04 04 04
44, = a_%""/’u (2m) + a_v,;‘pu 2m) +...+ m"/’u(‘?“):

a4 4 04
A‘ln = m"/’n (2 ") + m‘/’.’z (2") +.ot m‘l’i.@"):

44, = V’u 2%+ 55— a 1/’;:(2“) +oot 50 a'l' Yin (27),

oder allgemein

8

(1mn 44,;= ‘Pn (27) + - 6 "/’u(2“) +.oo+ 5, a'ﬂ Y, (27).

Aus dieser Formel geht nach dem Multiplicationstheorem
hervor, dass

[ 4] = |05 | x| woem |

Nun ist aber nach Formel (3) in § 1

I ad';:j =&
so dass
(18) | Aij | = —;‘ | ‘I’{j(2") I

Mittelst (17) sind die Coefficienten 4,; bestimmt, sofern die
Grdssen y,;(0) und v,;(2 %) gegeben sind. Es erfibrigt noch, diese
Grdssen zu finden.

Die Functionen v,; bilden zusammen ein Fundamentalsystem
von Integralen von (8). Ein solches Fundamentalsystem kann aber
immer in der Form von Potenzreihen nach ¢ gefunden werden.
Diese Methode ist zwar in der Praxis nicht immer die bequemste;
sie filhrt aber immer zum Ziel und ich werde unten an einem
besonderen Beispiel einen anderen Weg zeigen, auf dem man in
der Astronomie gewdhnlich schneller zum Ziel kommt.

Man kann also setzen

v,;(0) =a;+ b‘jt+c‘jt’+ coey
CHARUER, Mechanik des Himmels, I. 8
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und die Coefficienten k3nnen durch Einsetzen in (8) in gewdhnlicher
Weise bestimmt werden. Von diesen Coefficienten kdnnen n(n — 1)
willktirlich gewdhlt werden. Wenn man demnach nun setzt:

0 fur i j
(19) 'aij={ .
. 1, i=j
so wird
4=1
und
a4 _ [0 furij
oy, 1, i=j

und man bekommt also nach (17) fir 4;; die einfache Formel
(20) 4=y, 27).

Fir die Aufstellung der Gleichung in s hat man also die
Functionen 4;; (2 %) zu berechnen und es lautet nun die Glei-
chung in s

Y, (27)— s, Y (2%), .oy Y14 (27)
@1) G(s) = Y3 (27), Yy @) — 8, ..., Yy, (27) =0.
| Yo (27), Vs (27), ..oy 9,,2R)—s
Die Berechnung der Functionen v;; (¢) fir ¢=27 kann in
verschiedener Weise ausgefithrt werden, nur muss festgehalten

werden, dass man in Bezug auf diese Functionen die Voraussetzung
gemacht hat, dass

0 fir 14
199 v, = | 7

1 , i=j
§ 6. Beispieie zum vorigen Paragraphen.

Ich nehme an, dass wir nur zwei abhiingige Ver#nderliche
haben, so dass also die vorgelegten Gleichungen die folgenden sind:
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= @, ()2, + @153 (0) 7y,
(1)

5 s

K

: = P (2, + Py (t)‘:"

In Bezug auf die Functionen ¢, die periodisch in ¢ sind mit
der Periode 2x, wird nun ausserdem angenommen, dass ¢,, und
sy ungerade, @,y und @, gerade Functionen von ¢sind. Es ist also

@ { Pul(—8=—9,; ), Pa(— )=+ @, (9,

(=0 =+ @5 (0), Ps(— ) =— @55 (9.
Es lasst sich dann ein Fundamentalsystem von Integralen
5=y, =9,
z =Yy (), 73 =Yy ()
finden von der Beschaffenheit, dass

®) { Yn(—9==+ 9,0, P(— 8 =—y,(9,

Yn(—0=— 3 (), Yau(—8) =+ ,().
Man kann diese Integrale weiterhin so wihlen, dass

{ Y 0)=1, ¢,0)=0,
Yn(0)=0, y,0)=1.

4

Die Coefficienten 4;; sind also gleich v, (2 =).
Die Relationen (9) § 5 lauten nun
Y ¢+ 27) = 4 9, () + 4395, ()
Yra(t+ 27) = 4, Y3 () + 455395 (0),
Yy (¢ + 27) = 4y Yy, () + gy ¥y (),
Va3 (£ + 27) = 4y Py, (&) + 4yy Y55 (9).
Setzt man in diesen Gleichungen ¢= — 2, so erhilt man

in Betracht der Gleichungen (3) und (4)
" 3‘
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1= 4,9, 2%) — 4,9, 2a),
0= — 4, 9,,(27) + 4,59, (27)

und hieraus, weil 4;; = y;; (2 ),

1= 2 2%) — 2 2
©) { Y (2 7) 9y, (28) — ¢y, (27) g, (29)

Y1 (2 %) = Yy, (2 7).
Aus (5) kann man eine wichtige Eigenschaft der charakteristischen
Ezponenten fiur diesen Fall ableiten.
Die Gleichung in s lautet namlich
Y (@2®) —s, ¥,(2n)
Yy (27), Ygs(27) — s

oder
(6) = (Y + Yt + Y Yas — Ya ¥ =0,
oder in Betracht der Gleichung (5)
(6% #—2¢,27)s+1=0.
Setzt man nun
) 2= o7tien,
80 wird also « durch die folgende Gleichung bestimmt
(8) cos2em =y, (27).

Diese elegante Form zur Berechnung von « ist zuerst von
CALLANDREAU angegeben fir die Gleichung

%—;+(ao+a,cost+a,cos2t+...)z=o,

die eine grosse Rolle in neueren astronomischen Untersuchungen
spielt und offenbar ein Specialfall von (1) ist.

So oft nun der absolute Betrag von 1, (2#) kleiner als Eins
ist, bekommt man aus (8) einen reellen Werth fir «. Eine durch
(1) definirte Bewegung wird dann stabil ausfallen.
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Die Differentialgleichung

P =(—1+bcosfz

()]
ist ein Specialfall von (1). Setzt man nimlich

=28y = = —)
so erhalt man statt 9)

d
s,
(G iz

es ist also in diesem Falle

P =0; P =1,
Py = —14bcost; ¢ =0.
Die Bedingungen (2) fir die Functionen ¢ sind also erfillt,

und zur Bestimmung von ¢ kann man die Formel (8) benutzen.
Es gilt nun die Function v,,(2s) zu berechnen.

=y, (); z3=1,()

sollen zusammen ein Integral von (9*) bilden und dabei ist an-
genommen, dass v,, eine gerade, v,, eine ungerade Function von ¢
ausmachen und ausserdem ist

v,0)=1; 1P1:(0)= 0.
Da in diesem Falle

8o sind diese Bedingungen von selbst erfillt, wenn nur w,, () eine
gerade Function ist und y,, (0) = 1.

Es geniigt also ein Integral zu (9) zu suchen, welches diese
Bedingungen erfiillt. Am nichsten liegt es, das Problem durch
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eine Potenzreithe nach t zu losen. Man setzt zu diesem Zweck
in (9)
z=14+e0 ta,tt + oyt +...

Die Recursionsformel fiir die Coefficienten wird
2+ 2)2n+ 1)tay1 = — @,

Cp—1 Cp_2 (- l)’
+b[a“—_ll_ + E —_—et @—do

Bis zur vierten Potenz hat man also

(1) z=9, =143 (=1 +80+ (1 —8b+508+...

Da die Reihe bestiindig convergent ist, so kann man natirlich
immer mittelst dieser Reihe 1,, (2 %) berechnen. Die Berechnung
wird aber sehr miithsam, und nur fir ziemlich grosse Werthe von &
wire diese Berechnungsmethode zu empfehlen. Es lisst sich auch nicht
in dieser Weise entscheiden, ohne fir & einen numerischk bestimmten
Werth anzunehmen, ob der nach (8) berechnete Werth von & reell
oder imaginir ausfillt. Man muss sich deswegen in der Praxis
nach anderen Methoden umsehen.

In den astronomischen Anwendungen dieser Gleichung ist &
im Allgemeinen eine kleine Zahl, und dieses Umstandes kann
man sich bedienen, um den Werth von ¢ zu berechnen. Dieser
Weg ist auch deswegen von Interesse, weil er zeigt, wie man
sich einer ,Entwickelung nach den Potenzen der Massen“ be-
dienen kann, um allgemeiner giiltige Integrale zu erhalten.

Wir nehmen also an, dass das Integral von (9) nach den
Potenzen von & entwickelt werden kann und setzen

r=X,+bX, +8X, +...

Beim Einsetzen dieses Ausdruckes in (8) zerfillt die zu unter-
suchende Gleichung in die folgenden Gleichungen
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ﬁ-_xm

u. 8. w., und wir haben ein Integral zu diesen Gleichungen aufzu-
suchen, das gerade ist und fir ¢ = 0 gleich der Einheit wird.

Man bekommt nun nach einander, wenn wir iiberall einen will-
ktrlichen Factor vorliufig weglassen,

X, = cost,
X, = 5 —gcos2t,
X, = 254 tsmt+ cos8t

] .
X’ = —1—4-;"81112‘,

—l—::;gcos.?t ﬁcosu
X, = s fcost— o otsing,
+2804tsm8t+1382wcos3t,
+13812400085t
Es ist also
Y (t)_z_A{cost+b (—2——%cos2t) +

+b’(—25Ttsint+;—6<:os8t) +

Hieraus folgt nun:

1 1 418
Yu(0=1=4 {1 +50+ 550 — S0 70+ 1332405"" }
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1 1 418
Y (@2n) =4 {1+§b+9—sb’—mbs+

5 644
+ (HEE(2”)’ + 138240)6‘ +- }
Mit Riicksicht auf die erste Gleichung bekommt man also

D, @) =14 A4 (2m) 8 ...

1152
Da
4=1 ——-%—b +...,
80 hat man
(11) cos2am =1+ ——(2m)35 +...

1152

Es wird mithin in diesem Falle cos2 ¢ n grésser als die Ein-
heit, und « also imaginér.

In den astronomischen Anwendungen dieser Gleichung ist & im
Allgemeinen mit der Masse der ,stérenden Planeten multiplicirt
und es ist bemerkenswerth, dass man in diesem Fall bis zur vierten
Potenz der Masse gehen muss, um die Abweichung der Function
Y,, (27) von der Einheit zu finden.

Wenn statt (9) die folgende Gleichung

(12) 22 —(—n'+boos)z,
wo n keine ganze Zahl bedeutet, vorlige, so braucht man die Ent-
wickelungen nicht so weit zu fithren. Die Ldsung, welche dem Inte-

gral v, (¢) entspricht, wird hier, nach Potenzen von & entwickelt,

r=X+bX+0¥X+...,
WO

X, = cosnt,

_ _cos(l —n)t cos(l 4+ n)¢
X = 2[n? — (1 — n)7] + 2 — (1 + 97’

1 . 1 1
X, = g tunnt [4[»*—(1—n)*]+ w-a +»)’J]

cos (2 — n)t cos(2 4 n) ¢
tiw - —G-m T i@+ m [ — A+
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Nimmt man nun auf die Gleichung

¥ (0) =1
Ricksicht, so bekommt man

B

cos2ne =1y, (25)=cos2nx 4+ 8in2nx 2nan® — 1)

+...

einen Ausdruck, der kleiner als die Einheit ist. Setzt man nun
- =n(l —a),
so wird

(18) a

= in'(4n* —1) '

ibereinstimmend mit dem Resultat von LinpsTEDT in seinen be-
kannten Untersuchungen itber diese Differentialgleichung (,,Beitrag
zur Integration der Differentialgleichungen in der Stérungstheorie®,
Mémoires de ’Acad. de St. Pétersbourg 1883).

Das allgemeine Integral (12) lautet nun ((11) § 5)
(14) =0 1" ()4 G VI g,

wo A, und A, periodische Functionen von ¢ bezeichnen. Man kann
auch mit LinpsTepT dies Integral in folgender Form schreiben

(14°) 2= Sy co[w + i),

wo
w=n(l—-o)t+m,

und n eine Integrationconstante bezeichnet. —

§ 7. Die Bewegungsgleichungen von LAGRANGE.

Die Bewegung eines Systems von n freien Korpern, mit den
Massen m,, m,, ..., m , wird, bezogen auf ein absolutes Coordinaten-
system, durch 3 Gleichungen bestimmt:
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'z
™ge = o
@ .
1) m‘d—g‘-x., (i=1,2,...,n)
d*
m g7 = 4

Sehr selten werden nun diese Gleichungen direct fir die Unter-
suchung angewandt. Im Allgemeinen wird es nothwendig oder an-
gemessen sein, die absoluten Coordinaten z,, y;, z, gegen andere Ver-
nderliche, etwa ¢,, ¢;, ..., ¢;,, Zu vertauschen mittelst Relationen,
in welche die Zeit auch eingehen kann. Die Aufstellung der fiir
die neuen Veriinderlichen ¢, giiltigen Differentialgleichungen wird
pun mehr oder weniger umstindlich, und diese Rechenarbeit wird
durch eine von LaarangE gefundene, allgemeine Form fir die Be-
wegungsgleichungen in den meisten Fillen bedeutend vereinfacht.

Wir nehmen also an, dass

(2) 2, =209+ -1 @303 t) (@=1,2,...,n).

Werden nun die drei Gleichungen (1) mi %%, g—;’; und g—;;

multiplicirt und alle Gleichungen addirt, so wird

2 (d'z‘ 0z , d*y Dy

_ L Bz‘ ay; az‘
""W:Tq;*“w.a—q;"’ﬁa—qj)—ﬁ(x + T5¥ 4 7,5%),

‘9g; T Tiag T Mag

wo j nach einander die Werthe 1, 2,..., 8n annimmt.
Diese Gleichung kann man schreiben

(3) %_QJ’=R,~:
wo
3 dz; 0 d % 0
P Em (G G e S 3,
( dd7 giw an
L do, 09  dy, 9% , dx 04
Q=2 \gr —ar *ar ar T:—u—)
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Fubhrt man nun die lebendige Kraft T ein:
R

so lasst sich zeigen, dass

aT
Pi—a_q,”
aT
%=13q’ .
wo der Kiirze wegen gesetzt ist
dg;
7= ar
Es ist in der That
,_ dx 0z CE , oz
() N =g =ag Nt t g B+ 50
woraus
CESN T
©) agf — 9g;

Denken wir uns nun in 7' die Ausdrficke (2) und (5) eingesetzt,
so wird 7 eine Function von ¢,, ¢3)--+) 93,5 91> 93s--+» 73, Und
t, und es wird nun

_ 3!/4 laﬂ
aq)"_i-_-xm ( ‘aQ'+y‘ dgf +z'39')’

e R .0
=2"’s(‘saq +¥3 y+ ia;‘) nach (6)

i=1
=PJ..
Es ist weiter
a1 _ & 0y g 0x).
aq,.—,%'"(«aq t ¥ gq T % 5y,

Nun ist aber nach (5)

del _ Oz P 9z,
dg ~ 80,0 0 T ¥ 58, 8~+a:aq

und andererseits nach (2)
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d?_z‘
dg; 9z, Nz . Oz _ 9

und folglich

®»
3

75 =
Man hat also nach (3)
5 _or
) _dtJ——W=Ri G=1,2,...,8n),
J

welche Gleichungen die von Laceange gefundene Form der Diffe-
rentialgleichungen fir die Bewegung von n freien Kdrpern enthalten.
Existirt eine , Kriftefunction* U, so dass

U, U . aU
X=% L=%. 4=%

8o lauten die Gleichungen von LaGranGE

ar
dg/ a(T+ .
(8) —dtj =—(anU) (J=l,2,...,3ﬂ).

Die Bewegungsgleichungen von LagraNGE haben den formalen
Vortheil, dass man nur die lebendige Kraft 7 durch die neuen
Coordinaten, welche man statt der absoluten einfiihrt, auszudriicken
braucht, um danach durch eine einfache (partielle) Differentiation
zu den Differentialgleichungen fiir die neuen Verinderlichen zu
gelangen.

Die Differentialgleichungen (7) [und (8)] lassen sich immer in
Bezug auf ¢;” 18sen, 8o oft nimlich die 3» Substitutionsgleichungen (2)
von einander unabhiingig sind,! d. h. so oft die Functionaldeter-
minante der alten Coordinaten in Bezug auf die neuen von Null
verschieden ist.

Um dies zu beweisen, setzen wir

T=T:+T1+7:'n

! Siehe Pamvievé: ,Legons sur l'intégration des équations différentielles
de la Mécanique.”
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wo die drei Glieder rechter Seite homogene Functionen von ¢’

’

g3+ - +» g5, Sind, beziehungsweise von dem Grade 2, 1, 0.

Gesetzt also
IL,= E“‘j ' 9;1’

WO a;; DUT VOD ¢y, gyy- -y, und ¢ abhiingen, so wird

9T,
aq’; 22“’)?‘
6T

a
dqj =22a‘1 ‘4 4,

und also
d

wo A solche Glieder bezeichnet, die den zweiten Differentialquotienten
von g¢; nicht enthalten.

Hieraus erhellt, dass die Gleichungen (7) sich in Bezug auf ¢,”
aufldsen lassen, so oft

o) | @;|%0 (,j=1,2,...,8n).

Man kann aber leicht den Ausdruck fir diese Determinante
finden. Setzen wir, um die Schreibweise zu vereinfachen,

Y1 =Tas1) Yg = Tas2y o205 Yy =123,

Z) =Zan4ly Z3 =242y 00y 2, = Ty,

so dass z,, z,, . . ., z,, die absoluten Coordinaten bezeichnen, so wird

2T, = ; [dz.]

dn] _0z: , , Om; oz,
[ﬁ =g +8q 9 ---+57,‘;9a.-

wo

Hieraus bekommt man
[ aZg aa:. ’

T 1a«¢ A/
Es ist also

(10) 2oy = Sm 30 G2,



46 Hilfssitve aus der Mathematik und der Mechanik.

wo ich der Symmetrie wegen gesetzt habe

Myl =May1 =M, My 3= Mg 42 = My
u. 8. W.

Bildet man nun die Determinante
l &;; I
und setzt die Ausdriicke fir «;; aus (10) hier hinein, so findet man
mit Hilfe des Multiplicationstheorems, dass

' (ll5 23"|a‘j'=.mlm,...m“

} ]
g_‘;:l G,j=1,2,...,8n).

Sind die Relationen zwischen den absoluten Coordinaten (z,)
und den neuen (g) von einander unabhiingig, so ist

ax:
dg;

+0,

und dann ist auch die Gleichung (9) erfillt. Und dies war zu be-
weisen.

Als Anwendungen der Lacmangk'schen Formel werde ich
einige Beispiele behandeln, die spiter zur Anwendung kommen.

Beispiel 1. Einfilhrung von Polarcoordinaten statt rechtwinkliger
Coordinaten.

Gesetzt
z = rcosgpcosl,
y=rcosgsgind,
2 =rsing,
so dass

' =1 cospcosd —rsingpcosf-¢ — rcosgpsinf-f,
Y =9 cospsin 6 — rsin psin 6. ¢’ 4 rcos ¢ cosf - ¢,
2 =1'sing + rcos - ¢,

80 bekommt man

(12) 2T=m(@*+ r*¢™ + r*cos g 07

und nach der Formel von Laeranee sind also die Bewegungsgleichungen in
Polarcoordinaten
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ZM(%-rw”—reoa’q)O"):-R,,
dricos®p- -0
18) =m P =R,
dr*g’ -
Zm(d—:’ +r’nn.<pcosqz0”)=12,.

Beispiel 2. Drehung des Ooordinatensystems um einen constanten Winkel.

Es ist
zma§+ayn+al,
(14) y=0é+hn+61¢,
2=mné+rn+ni,
WO
{ 1=3a =3 =39,
(15)
0=2fy =Xre=2af.

Da a, f, y von der Zeit unabhiingige Gr3ssen sind, so wird nun

. ¥=qf +or+al
u. 8. w. und somit
Syt ) = SE .
Die Form der Differentialgleichungen (1) bleibt also bei diesem Coordi-
natenwechsel unveriindert.
Beispiel 8. Die ,sdealen Coordinaten von HaxsEw.
Wenn die Coefficienten a, #, y in (14) von der Zeit abhingig sind, so
hat man
Tmoa &ty tagl +Ea) + e + ey,
(1) Y=b¥8+bhr+HUV+EL + b+ LF,
2wttt +En oy i

Zwischen den Grissen a, i y bestehen nun die 6 Relationen (15), und
durch Differentiation bekommt man noch 6 Bedingungsgleichungen zwischen
den Differentialquotienten der Coefficienten, n&mlich

an { 0=2ed =pF =2r7,
0=22Fr+2py =27c+Zyd = d g+ af.
Hansex unterwirft die Drehungswinkel noch den Bedingungen
0=2*fa) +10y +Lay,
(18) [ 0=§8"+nb'+L6/,

O=8¢n"+00 +in.
Die 80 bestimmten Coordinaten nennt er ideale.
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Es wird nun
= +ayny +o 0.

yl=ﬂl€'+ﬂ!'l’+ﬂlr7
Y=n&+nnr+nl

Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten sind also fiir ideale Coordinaten
dieselben wie fiir Coordinaten, die auf ein festes Coordinatensystem bezogen sind.

Es wird nun
z”+g/'+x”=§"+q"+§".

Die Differentialgleichungen fiir die idealen Coordinaten sind also von der-
selben Form wie fir die absoluten Coordinaten.

Fir jeden Werth der Zeit haben die Differentialquotienten &’ u. 8. w. einen
bestimmten Werth. Die Gleichungen (18) bestimmen also in jedem Augen-
blicke eine gerade Linie, welche bei einer unendlich kleinen Drehung eine unver-
&nderliche Lage beibehdlt. Diese gerade Linie fillt mit dem Radiusvector zu-
sammen. In der That muss sie durch den Ort des beweglichen Kdrpers
gehen, da dessen Coordinaten den Gleichungen (18) genfigen. Die Linie
geht auch durch den Anfangspunkt der Coordinaten. Bei den idealen Hansen'-
schen Coordinaten ist also die Bewegung des Coordinatensystems durch eine
Drehung desselben um den Radiusvector charakterisirt.

Die Gleichungen (18) kdnnen in folgender Form geschrieben werden:

0=Cn- B,
0=A4¢- C§,

0=B§- A9,

wo
A=ayay + 66+ nr

B=aye) + 6B + 11ty
O=aia) +4 0 + 111y
Beispiel 4. Drehung des Coordinatensystems in der Ebene um einen von
der Zest abhingigen Winkel.
Wenn die Drehung in der z y-Ebene vor sich geht und der von der Zeit
abhiingige Winkel mit v bezeichnet wird, so hat man

z=2§cosp — nsiny,

y=¢&sino + ncoso,
und es wird nun

a9 27=Zm (e a 2 G @r-gn+(57) @+ )
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Die Differentislgleichungen fir die neuen Coordinaten werden

a*é do , do\3 d'v 1
oo (@)@ n ks

d'q dv do\3 d'v 1
as tiar *"-(ﬁ) "t gEi= ke

(20)

Es kommt 3fters vor, dass man sich eines Coordinatensystems bedient,
das sich mit einer gleichfdrmigen Geschwindigkeit im Raume bewegt. Bei
einem solchen ist

do

W =Conlt|nte-n,
d*v
as =0

und die obigen Differentialgleichungen lauten

1
55 Zn 33 = Ry
(21)
d'q d&

T g = By

Wollte man in diesem beweglichen Coordinatensystem Polarcoordinaten
anwenden, so dass

&= 900'0,
n=g¢sinb,
so hat man
+,7/'- 0”"‘0.0’.'
§n =8 =96,
und somit

z’l_‘_y’. + z'I-Q'i_'_elo’l.'_ 2”0l0’+ ”lei’

und man hat nan

ar _ .
al

91 Gt ¢ 2 (4 °
e - ° +2ne0 +nte=e(0 + n),
%{7-0'0'4-”0’,

aT

36 =

und demnach nach der Formel von Laeranae
CmaxLixR, Mechanik des Himmels. I. 4
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d*
Tt —e@ +nr =R,
@2 de* (6 + n) 1
dt “mh

Theorem von LiouviLLe. Es giebt, wie LiouviLLE gezeigt hat,
einen allgemeinen Fall, in welchem sich die Differentialgleichungen
von LaGRANGE integriren lassen (bez. auf Quadratur zuriickgefihrt
werden kdnnen).

Sind némlich # Coordinaten ¢,, ¢,, ..., ¢, vorhanden, und ist
die lebendige Kraft 7' von der folgenden Form

(23) 2T=g[4, @)+ -+ 499",
wo
(24) e=@ @)+ ...+l

so kann das Problem auf eine Quadratur zuriickgefihrt werden, so
oft eine Kriiftefunction U existirt von der Beschaffenheit, dass

___._£='I'1(91)+---+'I't(91)_
(25) u ® (@) +...+@ulq)

Die Integrale sind dann

(26) jV%ﬁm+&=m=jV%ﬁﬂ+&,
(27) Vgt+0=f9’1l/’%'>:d91+"'+f¢k‘/§£dfk'

wo
(28) Fo=(9)+ k() + ;.

Hier besteht zwischen den Grdssen «; die Relation
(29) Se =0,

und die 2% Integrationsconstanten sind somit

@, -1, h,

Biyeees Pr-1,C.
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Um dies zu beweisen, setzen wir?!

(30) VAq)dg, =du,. (i=1,2,..., 4

Denkt man sich diese Gleichungen integrirt, und ¢ durch u
ausgedriickt und die Werthe in ¢ und  eingesetzt, so kann man
setzen

¢i(9) =/;(u)r
Y,(9) = g:(»)
2T=[f[u*+...+ 4%

U=9 =9+ ..+ g0
o he)+...+ fi(w)

Die Gleichungen von LiagraNGE fiir diese Grdssen u, lauten

und es wiid nun

dfws 1 @ w _0U .
(31) %—?a—.{. Wl=Ge G=1,2,..., k.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit », und addirt, so be-
kommt man das Integral der lebendigen Kraft

(32) T=%f(ul"+...+u;~)=t/+h.

Wenn man nun (31) mit 2w, multiplicirt und (32) berticksichtigt
so wird

dftu? , 8 BT
L L(U+h)=2u‘fn

dt d
oder
dfrw? _ o, . U+
dt i dw
oder da
fU=g,
afuw? o 0@+h) _ o, 3@thf)
ar = IW Ty T 2w g
oder
affu _9d@thf)
dt dt

Man bekommt also
(83) Pu?r*=2g,+Arf+ ).

1 Siehe Panmevg, a. a. O. S. 108.
4.
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Hieraus folgt durch Summiren
U =2fT =230+ b, + @)
=29 +2hf+2>¢
=2fU+2hf +2> ¢«
=2f(U+h +23¢

d. h. nach (32)
Se=0.
Nach (88) ist nun ‘
dw - Vedt i
Vo+hfi+ a f
Multiplicirt man endlich diese Gleichung mit f; und addirt die
Gleichungen, die man erhilt, indem man : =1, 2, ..., % setzt, so
hat man
fidw
—L T =)2dt
EVg.+kf«+a‘ yadt,

Fuhrt man in diese Gleichungen g¢; statt u, wieder ein, so
so ist damit das Theorem von LiouviLLE bewiesen.

Das bekannteste Beispiel der Anwendung dieses Theorems ist
das klassische Problem der Bewegung eines Punktes, der von zwei
festen Centra attrahirt wird. Da ich in einem folgenden Abschnitt
diesem Problem eine besondere Aufmerksamkeit widmen will, so
will ich hier gleich einige einlei-
tende Bemerkungen {iber dasselbe
machen.

Ich begniige mich damit, die
Bewegung in einer Ebene zu be-

Fig. 1. trachten.

Es handelt sich um die Be-
wegung eines Korpers (M), der von zwei festen Massen (K und K°)
nach dem Newton'schen Gesetz attrahirt wird.

Das Problem ist von altem Datum und ist zuerst von EuLer
integrirt worden (Mém. de I'Acad. de Berlin 1760); am vollstindig-
sten wurde es von LEGENDRE im ersten Theil seiner ,/Traité des fonc-
tions elliptiques“ behandelt.

Den Anfangspunkt der Coordinaten legen wir in den Mittel-
punkt der Linie KX X' = 2¢, die X-Achse gegen K gerichtet.
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Die Kriiftefunction lautet

und die Bewegungsgleichungen sind
' dz dU_, dy 8U
(85) I =9z dF = ay’

Hieraus bekommt man das Integral der lebendigen Kraft

1 [(dz\*, (dy\3) _ _K K, D
(36) T-?((’;T)+(?T))—U+h—7+7+7r
wo D eine Integrationsconstante bezeichnet.
Um das Problem auf eine Quadratur zuriickzufthren, fithrt
Eurer zwei Verinderliche p und ¢ ein, der Art, dass

1 1
tggo=pg; t8?¢=‘:;’

wo ¢ und o die Winkel, welche r und » mit der positiven Rich-
tung der X-Achse bilden, bezeichnen.

Es hat sich indessen als vortheilhafter erwiesen, andere Ver-
#nderliche einzufithren, die, so viel ich weiss, zuerst von JacoBr
benutzt worden sind. Es sind dies die sogen. elliptischen Coordi-
naten. Nennen wir diese A und u, so ist ihre Definition

A= _;‘(""")7
(87)
B = —;—(r—r').

Die erstere Gleichung bezeichnet fir einen constanten Werth
von A eine Ellipse, deren halbe grosse Achse gleich A ist, die
letztere fiir constantes u eine Hyperbel mit der halben grossen
Achse gleich u. Beide Curvem haben in X und K’ ihre beiden Foci.

Zu jedem A gehdort eine bestimmte Ellipse, zu jedem Werth
von p eine bestimmte Hyperbel.

Der kleinste Werth fiir r 4 r ist 2¢. Demnach ist immer

A=c.
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Der grdsste Werth fir » — " ist 2¢, so dass
(38) MEELY

Bekanntlich theilt die Zangente in einem Punkt einer Hyperbel
den Winkel zwischen den Radien r, » in zwei gleiche Theile, und
das #hnliche findet bei der Normale in einem Punkt einer Ellipse
statt. Hieraus folgt, dass die durch (37) bestimmten Ellipsen und
Hyperbeln sich unter einem geraden Winkel schneiden. Die ellip-
tischen Coordinaten A und pu nennt man deswegen orthogonal.

Da A die halbe grosse Achse der Ellipse ist, s0 hat die halbe
kleine Achse den Ausdruck

yar — 2,
und die halbe kleine Achse in der Hyperbel ist
Ye*—u?,

8o dass die Gleichungen der Curven die folgenden sind:

z*
T rrts=1
(39)
= Y _ 1
ut -yt
Hieraus bekommt man
cdzd = A pd
(40) { ’
Syt = @ — ) (e — ),

und hieraus durch logarithmische Differentiation

oder
cdz=pdi + Adp,

e ] /2% — ¢t
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Folglich ist
dz? + dy* "l . l“-'+¢,-—" dp?,
und also
1 ’ ’ 1 A’ %]
(41) T=_8_(x’+.'/.)°=?()""l")[lﬂ..,!"'oa‘:p'].

Die Kriftefunction wird, durch die elliptischen Coordinaten
ausgedriickt,
(42) U=pin (K + BV — (K= K)p).

Aus (41) und (42) ist unmittelbar ersichtlich, dass 7 und U
die Form haben, die fir die Anwendung des Theorems von LiouviLLe
erforderlich ist. Die Integrale kdnnen somit direct aufgeschrieben
werden.

In den Formeln (23) u. 8. w. hat man nun zu schreiben

1

1
@ =ll_“8, Al=p—_;i’ A’=G’T“.,

¢ =4, P = — 4%
¥ =E+K)L, 9y =—(K—K)p.
Es wird also

Fi= (K+EK)A+hi+a,
R=-K-K)p—-hp*—«

und die gesuchten Gleichungen werden endlich:

- di _ du ,
43) V@A =c"hi3+(K+K)h+a) V(=) (hp*+(K— K)u+a)
ﬁdt — Adi ' utdu

V-G +E+E)i+a) V- bp' +(E-Kp+a)

Bei der Integration erhilt man hier zwei Integrationsconstanten,
die bheiden iibrigen sind 4 und e

Ich werde in einem folgenden Abschnitt die Integration dieser
Gleichungen ausfihren. Es wird sich dabei zeigen, dass i und p
als vierfach periodische Functionen zweier Argumente dargestellt
werden kdnnen.
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Ein anderes Beispiel des Theorems von LiouveLLe liefert das
Problem der zwei Kiorper in der Ebeme. Es ist dann (Formel (12))

T=%r.’(%’-+ 0"),

K 1
U=—r—=—',——-K'r.

In den Formeln (23) u. s. w. hat man zu setzen
g=r, @=r ¢=0
tp—Kr, 1p1=Kr, 1p’=0;

1
4==, 4,=1

Die Formeln (26) und (27) lauten in diesem Fall:

dr _ def

rVar*+ Kr+a - Y —e ’

rdr
—_— = Y2 dt.
Vhr*+ Kr+a f

§ 8. Canonische Bewegungsgleichungen.

Wenn man in die LagraNG®'schen Gleichungen

227
1 dg/ 9T .
() d_fq‘—ﬁ=ﬂi (l=1,2,...,k)

statt ¢,/ eine neue Verinderliche p, einfithrt, so dass

aT .
2) p‘—a—a; t=1,2,....4%),

so werden die neuen abhingigen Verinderlichen ¢,, ¢,, ..., ¢,;
Pi» Pgs + -+ P, canonische Coordinaten genannt. Sie werden durch
ein in formeller Hinsicht sehr einfaches System von Differential-
gleichungen bestimmt, welches man in folgender Weise finden
kann.



§ 8. Comonische Bewegumgsgleschungen. 57
Statt (1) haben wir

Q@

d T

)
at =g THo
®)
dq( — ’
rriek N

Wenn man aus (2) ¢ als eine Function von ¢, ..., ¢;
Prs ---» p, und eventuell auch von ¢ darstellt — was sich immer
ausfihren l#isst, da, wie schon bewiesen worden ist, die Deter-
minante der Coefficienten der ¢ in der rechten Seite von (2) von
Null verschieden ist — 8o gehen die rechten Seiten von (3) in
Functionen von p und ¢ und eventuell von ¢ ber.

Diese Elimination, scheinhar complicirt, wird durch Einfihrung
einer Function X

(4) K=pt'+Pt+ - -t —T
vereinfacht. Wir denken uns dabei in der rechten Seite dieses
Ausdruckes g¢,". ..., ¢, mit Hilfe der Gleichungen (2) eliminirt
und durch p,, .... p, ausgedriickt, so dass K eine Function von
Prr oD @y -+ (und § wird,
Aus dem Ausdruck fir X folgt nun:
BK — ’ M a%’
a_"“'qi +pn e + - """P&gn
_9Tog 9T e
dg dp "7 dq 9p’
und
0K _ dq,’ oqy
dq p’a«;‘ + '+p"6q
_dTow _  _ 9T 9w 9T
dq’ 0q dgy 9q Ogq’
also nach (2)
0K _ . _ da
ap‘ = i dt !
ok _ _ a7
« '

und man bekommt also statt (3)



58 Hilfssdtze aus der Mathematik und der Mechanik.

J .
() t=1,2,..., k).
dg. _ 9K
—‘— ap¢

Fir die Function X kann man einen einfachen Ausdruck ab-
leiten. Wenn wir nimlich wie im vorigen Paragraphen die Glieder
in T vom bez. 2= 1%° ynd O** Grade von einander abtrennen und

also setzen
80 wird

6) K=T,—T,.
In der That hat man nach (4)

-y , 0T, oT\ ,
K=3>pq _T=E(’_'+aq:r)9i -5L -1 -1,;

nun sind aber 7, und 7, homogene Functionen von ¢, ¢, ..., ¢,
von dem zweiten bez. ersten Grad. Man hat also nach dem Theorem
von EuLER

—0T ,
21’.=Zaq"qu

<071 ,
5= Za_q:rqsr

womit die Gleichung (6) bewiesen ist.
Ist eine Kriiftefunction U vorhanden, so nehmen die canonischen

Differentialgleichungen eine besonders einfache Gestalt an. Setat
man ndmlich

(M H=1,-1,-U,
8o ist
dp __90H
®) dt ~  dq =1, 2 X
i= y o .
dg_ 0H R
at - ap‘
Man muss sich daran erinnern, dass man in T, ¢,', . ..q" gegen

Prs - - -y Pr mittels der Gleichungen (2) zu vertauschen hat.
Die Wahl der canonischen Coordinaten kann in unendlich
vielen Weisen vor sich gehen. In der That kann man die absoluten
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Coordinaten gegen ein ganz beliebiges unabhingiges System von Coordi-
naten (q) vertauschen. Immer lassen sich die entsprechenden p, mit
Hilfe der Gleichungen (2) finden.

Beispiel 1. Bestsmmung der geradlinigen absoluten Coordinaten durch
canonische Differentialgleschungen. '

Man hat nun in (1) § 7 zu setzen:

U =Byy -y Qn =Tn,
In4l ™ Y15 - - -5 Qan=Yny
P41= %15 - -y Qan ™ %,

und also
2T=2T, = >myq?

wenn ndmlich m_ | = m; u. 8. w.,, mg, | =1, u. s w. gesetst wird.
Es ist also nach (2)

D= 3?‘7 =mq/
und demnach

1
2T= 2;;"1’4’7

9) “aT=—'a?’
da  0H
dt ap(’

wo

H=T-U

und wo ich vorausgesetst habe, dass eine Kriiftefunction existirt.

Beispiel 2. Bewegung esnes Korpers auf Achsen bexogen, die sich mit
gleichformiger Geschwindigkeit um den Anfangspunkt drehen.

Die lebendige Kraft hat nach (19) § 7 den Ausdruck

2T=8"+n"+2n@n - )+ + 1Y,

wo nur die Glieder, die sich auf einen K3rper besiehen, mitgenommen sind
und die Masse gleich der Einheit gesetzt worden ist.
Es ist also
2h =8+ 2T, =n'(8 + 7).
Setzt man nun

an=, 9 =17,
so wird nach (2)

=a—1—§’—” - '—”
Py g n=q qs »
oT _ .
pl"aq’r—'l +”§=7! +”‘117
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welche Gleichungen, nach ¢, und ¢, aufgeldet, geben
W =pt+nag,
G =P —nq.-
Hieraus bekommt man nun: ’
2=, +9nq)' + (s —na),
2T =2n(qips— &aP) — 20 (0" + @),
2L =n'(a' +aY,

und es ist also, wenn eine Kriiftefunction U existirt,

H=T,-1,-U,

oder

I R Rt R4
dp__0H
dt = 9q’

(¢=1,2)
e 0H
dt am '
Werden die Gleichungen (8) bez. mit — ‘:q“ und + % mul-

tiplicirt und sémmtliche Gleichungen fir i =1, 2, ..., & addirt, so
bekommt man

0H dq, 0H dg
O=gg d¢ * T3 at’
9H dp 9H dpm
+a—p'l- dt+..-+ aﬂl d"

eihe Gleichung, die man einfacher

dH d6H
(11) 0=—d—t-—W
0H

schreiben kann, wenn nimlich unter 37

von H nach ¢ insofern ¢ explicite in H vorkommt, verstanden wird.
Ist H von der Zeit (f) explicite unabhiingig, so ist also

(12) H=0¢C,

wo C eine Constante bezeichnet.

der Differentialquotient
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Dies Integral fallt nicht nothwendig mit dem Integral der
lebendigen Kraft zusammen. Das letztere lautet namlich

r=r+¢,
d. h.
(18) L,+T,+T,=U+¢,,

wogegen nach (12)
,-T,=U+¢C.

Wenn nun diese beiden Integrale existiren, was nicht nothwendiger
Weise der Fall zu sein braucht, so folgt aus diesen Gleichungen, dass
(14) I,+2T,=¢C —C.

In dem zweiten von uns behandelten Beispiele existiren unter

Umstinden sowohl das Integral der lebendigen Kraft wie das
Integral H = C. Es mauss also nach (14)

¢, Py — 95 P, = Constante

auch ein Integral der Differentialgleichungen sein. In der That
fallt dasselbe mit dem sogeun. Flichenintegral zusammen.
Wenn T nur die Glieder zweiten Grades in ¢,’, ..., ¢ enthilt,

so hat man
H=T-1U. .

Man kann in diesem Fall leicht den Ausdruck fir die Coeffi-

cienten von p;p, in T finden. Sei namlich -
2T=>e.q/9/
so wird nach (2) R
=, ¢+ +a,q), .

B=0yq' +...+a,q,
welche Gleichungen, nach ¢’ aufgeldst, geben

., & a4
49, =
91 = aailp"’
(15) ..
, & a4
4q, 2 Bap P
WO
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Nun ist aber, weil 7 eine homogene Function zweiten Grades
in ¢/ ist,
0T N
2T =29 50 = 2% P
und also nach (15)

1 64 s .
2T=-.276_a,;pipj Hj=1,2,..., k.

§ 9. Die HamiToN-JacoBr’'sche partieile Differentiaigieichung.

Die canonische Form fiir die Bewegungsgleichungen in der
Mechanik

dgs _ 8H
1) a - om (=1,2,...,4)
= P
ip. _ 8H g Ly ey Ry
o _2E
wO
@ H=T,-17 -1,

enthdlt an sich nur einen formalen Fortschritt fir die Aufstellung der
Differentialgleichungen. Diese Form bringt uns nicht direct der
Losung des Problemes niher. Indessen ist die Discussion dieser
Glzichungen einen wichtigen Schritt vorwiirts gebracht durch folgen-
des von Sir Raour HamruroN und Jacosr gefundene Theorem:

H ist im Allgemeinen eine Function von t; q,, @3, ---- ¢
Pis Pys + s P Man ersetze in dieser Function alle Grossen p, durch
die partiellen Differentialquotienten einer Function V, so dass

oV

3 =g
und betrachte die partielle Differentialgleichung erster Ordnung und
zweiten Grades

oV . LAV av av\ _
@ G HHEB s nigg g 5e) =0

Angenommen, dass man ein Integral 7 (¢; q,, ..., q,3 @, .--, &)
gefunden hat, das k unabhingige Constanten «,, ..., &, enthilt, so
ist das allgemeine Integral von (1) durch folgende Formeln gegeben:
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av A4

a_a;=ﬂl’ h =g,

(5) Coe Ce (6),
av_ , . _av
a—m—ﬂk’ Ph—a_q.

wo B, ..., B, k neue willkiirliche Constanten bezeichnen.

Die Gleichungen (6) nennt man bisweilen die intermediiren
Integrale.

Bemerkung: Die Constanten «,, ..., @, in 7 werden unad-
hingige Constanten genannt, wenn die Hesse’sche Determinante von

7 in Bezug auf ¢,, ..., ¢,; @ . ..., & von Null verschieden ist,
also wenn
av av |
30,00, " 8q0m
(7) E = e s o s o s = ;#: 0 .
*v *v

0qoa,’ " Aqulas

Wenn n#mlich (7) erfullt ist, so ist das Integral 7 so be-
schaffen, dass man beliebige Anfangswerthe fur die Coordinaten
Pis --or Pxs @4» +-+» q, annehmen kann. In der That, wenn
2% - 2% ¢%. ... q° die Werthe der Coordinaten fiir ¢ =.to
sind, so ist nach (6)

av

P10=W(t0; 9% - 6 e, ..., @),
av

Pk°=—aq.° s 0% - @0 @, ...y @)

Die Functionaldeterminante dieser Gleichungen in Bezug auf
@, ..., « ist eben die Determinante Z, und da wir angenommen
haben, dass diese von Null verschieden ist, so lassen sich die obigen
Gleichungen in Bezug auf e, , ..., @, auflésen. Die entsprechenden
Werthe fiir 8,, ..., §, sind dann durch (5) bestimmt.

Fir specielle Werthe von p,° ..., p.% ¢,°% ..., ¢° kann in-
dessen £ verschwinden, ohne dass die Gleichungen (5) und (6) auf-
hdren, das allgemeine Integral zu repriisentiren. Diese speciellen
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Werthe sind dann singulire Punkte der betreffenden Differential-
gleichungen.

- Wenn die durch (5) und (6) bestimmten Werthe von g¢,, ...,
9; Py, -+ -, p, die Gleichungen (1) formell befriedigen, so wissen
wir also, dass sie das vollstindige Integral ausmachen. Aus (5)
und (6) erhilt man durch Differentiation

_ eV, 3V dg, YV da
O=gedttda0q at T Tonoq at’

(7) ....................
0BV BV du FPV da

T 0yt aa.aq, dt U Gardqs dt
ap _ OV FV dg PV da

dt 8¢, 0t ' 8q,0q, dt ' """ dq0q dt’

@ 4 -
in_ @V @V de L PV da

t Oqudt dqudg dt ' T dquoqu dt

Anstatt nun diese Gleichungen nach & — nnd zu losen und

die Losung mit (1) zu vergleichen, wird es emfacher ausfallen, die
Gleichungen (1) in (7) und (8) einzusetzen, und zu zeigen, dass diese
Gleichungen somit identisch erfillt werden.

Setzt man nun die Ausdriicke (1) fir dq‘ in (7) ein, 8o be-
kommt man

#*V ., OV IH #*V oH

O=3edit daog on T "t Tuda on’

@ 1 -
0 otV o'V O0H v 0H

=6a.at+ 6a.6q| ﬁ+.'.+ a(lgan ap.'

Diese Gleichungen sind aber eine Identitit. Da niamlich
V(t; g5 --+s @45 &, - .., @) die partielle Differentialgleichung (4)
identisch erfiillt, so muss auch das Resultat, das man erhilt, wenn man
(4) nach irgend einer von den Grdssen ¢,, ..., ¢, oder &, ..., @,
differentiirt, identisch gleich Null sein. Differentiirt man aber (4)
nach «, so bekommt man
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0= 2V 8dH &V + dH &V
T dtda dV 8¢,0a, ' " dV Oqude,

F] d =

dq dq

u. 8. w., welche Gleichungen offenbar mit (9) identisch werden, wenn
man (6) beriicksichtigt.
Differentiirt man (4) dagegen nach g¢,, so bekommt man

v 0H 0H o'V 0H vV
0=a19q Tag* Jav aer ¥t 57 Teoa
dq aq.

u. 8. w,, wogegen nach (8) und (1)

ap,_ *V , oV oH *V 8H
9g0t t 9g7 9p TV 50,00 am

u. 8. w, und diese Gleichungen werden mit einander identisch, weil

dp_ _0H
dt aq;'

Wir haben also bewiesen, dass (1), (7) und (8) mit einander
vereinbar sind; dieselben miissen dann auch identisch sein, denn die

Gleichungen (7) lassen sich nach %qti, ce :q; aufldsen, weil £40,
und (7) und (8) geben also vollig bestimmte Werte fiir ﬂ’i und
dq

TR und da also keine anderen Functionen diese Glelchungen be-

friedigen kdnnen, so miissen dieselben mit (1) zusammenfallen. Und
das war zu beweisen.

Ist H von der Zeit ezplicite nicht abhiéingig, so kann man die
partielle Differentialgleichung (4) vereinfachen. Setzt man nimlich in

oV
4) W+H=O
(10) V=—ht+ W(gys ooy @ g5 «ovy &),
80 wird

oV

ar=—"
und statt (4) bekommt man

oW a Wy _

(11) H(ql,...,qk,'az,..-,m)—h,

CHARLIER, Mechanik des Himmels. 1. 5
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in welcher Form die Hamruron-Jacosrsche Differentialgleichung
gewdhnlich vorkommt.
Da nun

-1
Q@

w
B=Fn=—t+gp

so lautet nach (5) und (6) die Ldsung von (11)

oW ow
a=ith G =Py
oW _ g ow _
(12) 30 Pa 3q I®’ (13)
6W=ﬂ oW
Ers k? a—q,=‘l’x-

Beispiel 1. Attraktion eines Kirpers von xwes festen Centra.
Nimmt man hier die absoluten Coordinaten z, y, 2 zu g-Coordinaten, so dass

GQ=2, %=y, gs = %,

2T =q\' + ¢y + ¢?

80 wird
und somit
n=4q, P =4, Py = g5
Die Kriiftefunction lautet
K + K’
- )
Ve -alr+a' Vie+aql+aet

und es ist also
1
H=5@'+pn'+p)-U.

Da die Zeit nicht in H explicste vorkommt, so lautet mun die Hamarrox-
Jacosr'sehe Differentialgleichung

% [(%:)'4- (:_:;7)'-,. (%:)'] = Vie - :)’-l- a0 * V(e +:)'+ 2* A

zu welcher Gleichung man ein Integral W sufzusuchen hat, das, ausser A,
swei unabhiingige Constanten enthilt.

Die Integration dieser Gleichung wiirde offenbar keum gelingen, wenn
man die absoluten Coordinaten als g-Coordinaten beibehilt. Fiithrt man statt
deren die elliptischen Coordinaten (37) § 7 ein, so dass

. n=A4, Qs =4,
80 ist
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@y =27 = @~ ) ql?f

2"
o+ ]

Es ist also nach (2) § 8
nach (2) § aT g

691

und bieraus

(18% 3T =

o - 9
Die Kriiftefunction ist

[(q. N)pt+ ("~ q.’m]

1
19 U=.—-.[(x+xoq.-(x-x')q.].
G — O
und es ist also
H=T-T.
d9|=aH dl’l 3_1‘1
ap| d‘ aq,’
44, 8H n _ _0H
aP” dt aq’

Die Hammron-Jacosr'sche partielle Differentialgleichung wird also

- q.'[ @~ (BW)

eine Gleichung, die unmittelbar auf eine Quadratur surlickgefithrt werden kann.
Beispiel 2. Das Problem der zwes Korper.
Die Differentialgleichungen in relativen Coordinaten lauten

1@ a0 (50) - @K +E-Em] =h,

5) Pz _oU dy U &z _aU
dr "9z’ dB " 9y’ df " 9z’
wo )
(16) U= —F __.
Va2 + y* + a?

Obgleich also hier von relatsven Coordinaten die Rede ist, so kann man
doch die obigen Auseinandersetsungen direct benutszen, da n&mlich diese Glei-
chungen von derselben Form sind, die fir die Anwendung der Laarawex’schen
und Hamizrow'schen Gleichungen erforderlich ist.

Man kann also setzen:

a7 T= %(z”+ ¥+ 2.

5‘
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Werden nun z, y, 2 als ¢g-Coordinaten gewiihlt, so werden nach (2) § 8
o, ¥, 3’ die entsprecLenden p-Coordinaten, und die Haxirron-Jacosrsche Dif-
ferentialgleichung lautet

1 [(dW\, (dW\*, (OW\']_ @
(32) + (5y)+ (5)]= £+
Auch hier eignen sich die rechtwinkligen Coordinaten nicht gut fiir die

Integration. Dagegen passen hier besser die Polarcoordinaten. Nach (12) § 7
ist dann der Ausdruck fir T

2T=r"+rg?+ ricos® ¢ 6.
Setzt man also
Qh=r, =9, % =20,
80 bekommt man

=7 =7

oT . s
Py = a¢'=' ®,
p,--g—g,'=r’cos’¢p0’.

Die Differentialgleichungen fiir diese Coordinaten sind nun von cano-
nischer Form
dgs 0H dp dH

at ~ap’ dt = dq C=LZ ),
wo
1 p’ P’ [
= — ? —_ ] - .
B=3 (p, tat r2cos’ @ r

Die Hamiron-Jacosr'sche partielle Differentialgleichung fir das Zwei-
Korperproblem lautet also

1[(éW\, 1 [(aW)® 1 dW\?* u
(18) 2[(ar).*-ﬁ(acp)*.r‘cos’cp(60)]—7=h'
. Die Integration dieser Gleichung werden wir in einem folgenden Ab-
schnitt ausfithren.
Beispiel 8. Die Bewegung eines Korpers sei auf bewegliche Achsen be-

zogen, und U sei eine Function der Coordinaten des Korpers sn Bexug auf diese
beweglichen Aohsen.

Man hat also

U= U(sy ’])
und nach (19) § 7

2 ” d ’ ’ d b
2T =84t +2 g @ -+ (55 @



Werden nun § und 5 als g-Coordinaten genommen, so sind die ent-
sprechenden p;

do
Pl’;l“ﬁ'lv

= '+d_';§
p‘ " d‘ ’
und

H=f-T-U= 3@+ -5 (5)@+m-ven,

] . s
o [(” "3_:") * (”' - %‘) ] --;-(Z—',’) @+mM-UE, ),
und nun ist nach (4) die gesuchte Differentislgleichung:

oV 1 /0V do \* 1 (8V do \?
‘a—c"?(a—;"ﬁ") ?(ﬂ‘ﬁ‘)

T(E) e rn-ven=o

Ist V (&, n; @, a,) eine Function mit zwei unabhingigen Constanten a,
und a,, welche dieser Gleichung gentigt, so sind & und  durch die Gleichungen
(5) und (6) bestimmt.

§ 10. Variation der Constanten in einem mechanischen Problem.
Es sei ein canonisches System von Differentialgleichungen

do _9H  dp_ _3H
(1) 2t =ap’ it =~ dq =1,2,...,n)

zur Ldsung vorgelegt.
Die charakteristische Function H theile man in beliebiger Weise
in zwei Theile H, und H,, so dass

2) H=H,+ H,,
und nehmen wir an, dass man eine Ldsung der Differentialgleichungen

6)) dq _9H, dp. _ _ 98, (t=1,2,...,n)

at ~ op’ dt Era
gefunden hat, entweder indem man die HamrnroN-Jacosr'sche par-
tielle Differentialgleichung
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oV
(4) 7 T & =0

angewandt hat, oder durch irgend eine andere Methode, so dass die
Losung von (3) die folgende ist

(6) { =0 e, e By, .. B),

r=plt a,. ...e;pb, .., 8)
@, ..., &; By ..., B, Wobei als unabhingige Integrationscon-
stanten auftreten. Man kann sich dann das Problem stellen, die
Gleichungen (1) zu integriren unier Anwendung von a,, ..., a,;

B,y - .., B, als Verinderliche stattq,, ..., q,; p,, ..., p,. Diese
Aufgabe nennt man das Problem der Variation der willkurlichen
Constanten.

Zuerst von EvLEr aufgestellt, ist dieses Problem in seiner all-
gemeinen Fassung besonders von LaGRANGE ausgebildet worden.
Seine Anwendung auf die Stdrungstheorie enthilt eines von den
fruchtbarsten Resultaten der Untersuchungen dieses grossen Geometers
in der Mechanik des Himmels.

Die Aufgabe ist also, die Differentialgleichungen fiir «; und g,
aufzustellen. Es lisst sich nun zeigen, dass, wenn «; und 8, die bei
der Integration der HammuroN-Jacosr'schen Differentialgleichung (4)
nach den Formeln (5) und (6) im vorigen Paragraphen auftretenden
Constanten bezeichnen, man einfach

aﬂ‘ t a

H, d 0 H, .
©) 84 95, % L (i=1,2,..., n),

|

bekommat.

Die «, und B, werden aus. diesem Grunde canonische Inte-
grationsconstanten genannt.
Beweis:

Aus (5) erhilt man:

I
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Nun hatte man die Form (5) fir ¢, und p, durch die Integration
von (3) erhalten, es ist also

aq¢ BH. aPt aHo >
3 = 3p’ di="ag (=LiZi.o..m,

so dass die obigen Gleichungen lauten:

6q¢ da GQK da‘
. e dmattT ot at
( .
0¢q dp, dqi df. _ 9 H,
tagat Tt ap @t = an’
8p¢ dq 8p4 da.
. do, at T T e, at T
)
dp dp, op df, _ _9H,
tagat T Tag 4t =
Setzt man hier i=1, 2, ..., n, 80 bekommt man 2n Glei-
chungen, aus denen ‘;—‘;‘ und % berechnet werden kdnnen, da die
Determinante der Coefficienten von Null verschieden ist, weil wir
angenommen haben, dass «,, ..., @, unabhingige Constanten sind.

Diese Berechnung wird in folgender Weise einfach ausgefiihrt.
Man maultiplicire die erstere der obigen Gleichungen mit g%, die

letztere mit — 2% und addire sammtliche so erhaltenen Gleichungen,

da,
indem man nach einander setzt i =1, 2, ..., =n.
Wir benutzen dabei folgende Bezeichnung

® o 0= 5058 -5 3

eine (leichung, die man auch in den folgenden Formen schreiben

] 0

o | 0q 22 g2

(9 (@, b)=§( ot — 3¢
oder

g dq '
. w | OPi—=— 0pi =5
(9%) @, b) = 2-1( da abd )
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Wir erhalten in dieser Weise

(10) g(a‘, ,)d“'+§(ﬂu “) gt = Fo
S m 6.0 =05

Die Gleichung (11) erhilt man, indem man (7) und (8) mit bez.

gz‘ und — 3§ multiplicirt hat und die Resultate fir ‘simmtliche i

addirt.

Die Ausdriicke (e, 4) sind zuerst von LaAGRANGE -eingefithrt
worden und werden oft Liagrangr'sche Parenthesen genannt. Die-
selben besitzen verschiedene interessante Eigenschaften, von demen
ich hier nur zwei hervorhebe, nimlich

(12)

{ b,a) = —(a,d)
(@,a) = 0

die aus der Definition unmittelbar folgen.

Die Formeln (10) und (11) gelten fiir jedes System von Inte-
grationsconstanten. Besonders einfach gestalten sich indessen diese
Gleichungen, wenn «; und §; canonische Constanten sind.

Wenn namlich e, ..., &5 8, ..., §, durch die Integration
von (4) entstanden sind, und 7(¢ &, ..., @,; ¢, ---, ¢,) 8ls0
eine Function mit n unabhingigen Constanten e, , ..., o, ist, welche
die Gleichung (4) befriedigt, dann ist

oV oV
(13) w =B g =P

Es ist aber nach (9*)

aq( aql
a«, 2P

(“r’ﬂt = aaﬁ
also nach (13)

d X0V ag ] 0V ¢
(ar’ﬂo) =» ap,zﬁ aa, (gx—a——a
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Indessen hat man

v _ (8 2 87 dg, 2 3V aq,
da, (5{)-‘.‘: a—q‘ﬁ=ﬂr+ Emaar’

i=1

v _ S 27 og,

aﬂ- - =laq‘ aﬂ',
und es ist also

0 fir rfs
- aﬂr

1 = & =
(4) (a', ﬁ:) XA -1 , r=s

In derselben Weise bekommt man
(14‘) (d,,, d,) = (ﬂr’ ﬂa) = 0‘
Aus (14) und (14*) folgt nun

l g, _ 9A

15 dt — Oa 1,2
I R
dt ~ T~ 98

Es gilt also folgender wichtige Satz:
Wenn man die Gleichungen

e 9B, dp _ _dB ;_q 9 . 4

dt 9p' dt T~ dq

mittelst der Hauirron-JacoBr'schen partiellen Differentialgleichung
av
W + Ho = 0

integrirt, und g, (t; @y, ..., @; By, ..., B,) undp,(t; er;, ..., @3 B,,..., 8,)
die so erhaltenen Integralfunctionen bedeuten, wo e, und f, canonische
Integrationsconstanten sind, so kann man, wenn e; und §, als verdnder-
liche Grossen betrachtet werden, in den Gleichungen

du _2H dp_ _9H

‘ —
dt ap.’ di g

(t=1,2,...,n)

Gy ooo> Qui Pys --- Py ge9en &, ..., 05 B, ..., B, durch die
Substitutionen
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Gi=qEe . ..., a; B .... B)
Pi=ptiey, ..., @ By, ooy B)

vertauschen und die Differentialgleichungen fir die neuen Verdnder-
lichen e, und B, lauten dann

l a6 _d(H-H)

dt 0o .
(16) l doy 8- Hy t=1,2,...,2).
at — ETA

Die canonischen Integrationsconstanten denken wir uns durch
die Gleichungen (13) bestimmt.

Auf Grund dieses interessanten Theorems allein gebiihrt der
canonischen Form der Differentialgleichungen in der Mechanik ein
entschiedener Vorzug vor anderen Formen fiir diese Gleichungen.



ZWEITER ABSCHNITT

UEBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
IN DER MECHANIK

BEDINGT PERIODISCHE BEWEGUNGEN






§ 1. Integration der Hamiton-Jacosi’schen Differentialglelchung
durch Separation der Variabeln. Theorem von STACKEL.

Wenn die Zeit nicht ezplicite in der charakteristischen Function
H vorkommt, so lautet die HamMiLToN-JacoBr'sche partielle Differential-
gleichung nach Formel (11) § 9 im ersten Abschnitt

L]
m H(?u---»q., 5;,---,—6%7)—&

Hier ist H eine Function zweiten Grades in den partiellen
Differentialquotienten von #.

Man kann sich nun die Aufgabe stellen: Wann liisst sich diese
Gleichung durch eine Separation der Variabeln integriren, d. h.
wann ist es mdglich, die Gleichung (1) in der Weise zu integriren,
dass man fir # die folgende Form annimmt:

Q) W= 3w,

wo also jedes Glied rechter Seite # ®(g) nur von einer der Ver-
anderlichen — ¢, — abhingig ist.

Die Losung dieser Aufgabe in ihrer allgemeinen Fassung scheint
mit nicht unbedeutenden Schwierigkeiten verbunden zu sein, wenig-
stens wenn es gilt, sowohl die nothwendigen wie die hinreichenden
Bedingungen fiir die Losung aufzusuchen. Es ist indessen Herrn
P. StickeL gelungen, das Problem in einem ziemlich umfassenden
Fall zu lésen.

Dieser Fall ist der, dass in (1) ausser den Verénderlicheng,,. .. ¢

n
L4 oW

=—, -+.y »— vorkommen. Man kann dann
dq dq.

nur die Quadrate von
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nicht nur die betreffenden Bedingungen fir die L3sung finden, son-
dern auch die Bewegung vollstindig discutiren.

Angenommen also, dass (1) von folgender Form ist:

1< ow)\2
@) H=?"§1A.(a—q~) —(U+a)=0,
wo U die Kriiftefunction, «, eine Constante bezeichnet. Es ist nun die
Aufgabe zu untersuchen: wie mfissen 4,,..., 4, und Uvon ¢,, ..., ¢,
abhingen, damit die vollstindige Ldsung von (3) von der Form (2) sei.

Setzt man s
w
(89 VW, = £
so ist also
8™ SA4W2=2(U+a).

Ist nun #(g, ..., 9,; &, ..., @) die vollstindige Ldsung
dieser Gleichung, so muss bei Einsetzung dieser Function in (3**)
diese Gleichung in eine Identitit tibergehen, die also befriedigt wird
fir beliebige Werthe der Integrationsconstanten ¢, ..., «,.

Man kann also diese (leichung nach irgend einer von diesen
Grdssen «,, ..., «, differentiiren, und man bekommt somit die n
Gleichungen:

A,aa 2 44 aW'

+ot 4,2 '=2,
l

4 aw;-kd’aa

@ =0,

6W,+A’

Da, nach der Annahme, die Function #'(g,,..., ¢,; @, ..., @)
ein vollstindiges Integral von (1) ist, so muss nach § 9 im vorigen
Abschnitt die Hesse'sche Determinante von # von Null verschieden
gein. D. h. es ist

W IPW
0¢0a,’ """’ 0guda

(5) E={ -« -« « . |%0.
oW twW

3¢, 0a’ " dq.0m
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Betrachtet man nun die Determinante

A LA
da,’ 7" da,
(6) 4= - - - . .1,
ow,? R A
0a, ’ 77" da,
so findet man, dass
)] 4=2W,W,,..., W E,

und da Z nicht identisch verschwindet, so muss dies auch mit 4
der Fall sein.

Wenn dem aber so ist, so kann man (4) nach den Grdssen
4,, ..., A, aufldsen, und man bekommt dann nach I § 1 (9)

2 44
4=7 LAY
O0a,
2 04
h=7 Fw
(8) LR
2 44
A'=786W.'
da
Nach (8*) ist nun auch
2 1 dd
L -t B Sy
d
da,
Da nach I § 1 (2)
ANV
A='§1 de, OW3’
da,
so kann man statt (9) auch schreiben:
&, WAh1 a4
(9.) U=..%'1(W“’—¢l aa,)jaaW,‘l'

Oa,
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Die Formeln (8) und (9*) sind immer giiltig. Wir haben hier
keine andere Annahme tiber die Function # gemacht, als dass die-
selbe das vollstindige Integral von (1) ausmacht.

Wir unterwerfen nun # der Bedingung, dass in ¥ die Variabeln
separirt sind, so dass also # von der Form (2) ist. Wir werden
dann noch sehen, was aus den Formeln (8) und (9*) folgt.

Erstens folgt aus (3*), dass #, eine Function von ¢, allein ist.
Da wir weiter gefunden haben, dass 4 nicht identisch verschwindet,
8o giebt es immer Werthe fiir die Integrationsconstanten e, ..., «,,
fir welche 4 von Null verschieden ist. Es sei «,% ....,".° ein
solches System von Werthen.

Fir diese Werthe von «,, ..., @, gehen nun die Functionen

aw,z2
da

in bestimmte Functionen von ¢, iiber. Gesetzt also:

owz
¢nv(qn)= da ’ (x,v=l,2,...,n),
8o ist
Pulg)s - Pulg)
(10) A= -« -« .
! ¢ln(ql)! AR (Pm(ql)

Fir die betreffenden Werthe von «,, ..., @, gehen auch die
Ausdriicke

s oW
Wx —“l aa‘ (”-—l, 2, 'n)
in bestimmte Functionen von ¢,(x =1, 2. ..., n) iiber. Setzt man

also

r a x
Y (g) = #id — oy 5=,
so gelangt man zu dem Theorem von Srickzr:
Wenn die Hawmiwron-Jacosr'sche Differentialgleichung

(11) H=3

x=1

ow\2
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Separation der Variabeln gestattet, so giebt es nothwendig ein System
von n? Punctionen

Pur(g) (ky#=1,2,....7)
und ein System von n Functionen

Y, (71)’ Er} 1!’-(?-)

von der Beschaffenheit, dass sich die Coefficienten 4, 4,, ..., 4
durch die Gleichungen

1 94

(12) 4=

x1

und die Kriftefunction U durch die Gleichung

(13) U= S v

darstellen lassen.’ Hier ist 4 durch (10) definirt.

(In den Ausdriicken (8) fir 4, kommt der Factor 2 vor. Der-
selbe kann offenbar weggelassen werden, wobei man nur die will-
kiirlichen Functionen 1, entsprechend zu verindern braucht.)

Diese Bedingungen sind nothwendig. Ob auch die Wahl der
Functionen ¢,, und 1, willkiirlich geschehen kann, ist hieraus
nicht direct einleuchtend. Das ist aber in der That der Fall. Um
dies zu zeigen, wire offenbar der directeste Weg, wenn man be-
weisen konnte, dass die Gleichung (11), wo die Coefficienten durch
(12) und (13) gegeben sind, immer durch Separation der Variabeln
gelost werden kann, was fiir Werthe auch den Functionen ¢ und v
zuertheilt werden. Das ist gerade, was STAcKEL a. a. O. gezeigt hat.

Die Losung der betreffenden Gleichung ist in der That die folgende:

(14) W= é}l [/2wu(q.) + 212 & Pui(92)d G-

1 P. Sricker: Ueber die Integration der HamLron-Jacosr'schen Differential-
gleichung mittels Separation der Variabeln. Habilitationsschrift. Halle 1891.
CHARLIER, Mechanik des Himmels. L 6
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Hieraus folgt nimlich
(15) (5or) = 29ele0 + 2 2 puale).

Setzt man aber in (11) die Ausdriicke (12) und (13) fir 4 und U
ein, und nimmt auf die Relation

S 1 04
1= 21%‘173%1

Riicksicht, so lautet dieselbe:

Diese Gleichung wird aber durch (15) befriedigt. Setzt man
némlich diesen Ausdruck fir a—al: ein, so bekommt man statt (16)

1 3 04 S 1 » 04
P3{T Bm v} = Blom oo}
Nun ist aber nach I §1 (2)

L 84 {l fir i=1
2.9 3o, 10, Ax1’
so dass die Coefficienten von e; identisch verschwinden.

Die partielle Differentialgleichung (11) wird also durch (14)
befriedigt. Diese Gleichung enthilt auch die erforderliche Zahl von
Constanten @, ..., @, und diese sind von einander nicht ab-
hingig. In der That folgt aus (15), dass

W
dea, = £ Puy-
Und folglich ist
aW3
! e, | xv=1,2,..., 0.
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Andererseits ist aber

laW,t oy | 2

Ba, | = 173 Va| "ga
PHW,. . W, | o
= l 2... n W

Da nun angenommen worden ist, dass | ¢,,| nicht identisch

verschwindet, s0 muss dies auch mit l a:' ?’a der Fall sein, und
die Integrationsconstanten e,, ..., «, sind also von einander

unabhéngig.
Der partiellen Differentialgleichung

H=0

entspricht das System von canonischen Differentialgleichungen

dq«_ 0H
at —  ap
(17) G=1,2,..., 1),
dp(_ Q_g
W—— '

wo nun, wenn Separation der Variabeln stattfindet,
(18) H=%é 4.pl*= U,

und 4, und U durch die Relationen (12) und (13) gegeben sind.
Nach I § 9 (12) lautet nun die Ldsung von (17) folgendermaassen

n d
(19) % =t4+ B =§t/l/ Bey (8210 ,

2 Y. (q,.) + 215101 P (qn)

P (qn) d 9

Bu = $ n
" x=1 l/;x (qx) + 27§1 & Py (q")

v=2,3,...,n).

Y
¥

(19%

@
R
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Diese Gleichungen (19) und (19*) enthalten also die vollstindige
Lésung der canonischen Differentialgleichungen (17) unter den hier
gemachten Voraussetzungen.

Stellen wir also die Resultate zusammen, so lauten sie folgen-
dermaassen:

Wenn n(n + 1) Functionen je einer Verinderlichen

Pur(ge) (*,v=1,2,....n)
und

Y, () (=1,2,...,2)

gegeben sind, von der Beschaffenheit, dass die Determinante

4=|¢.| *,v=1,2,..., 1)
nicht identisch verschwindet, aber sonst willkurlich gewdhit sind; wenn
wir weiter annehmen, dass die n + 1 Punctionen 4,,..., A, und U
g0 bestimmt sind, dass
1 04
A= 4 6%] !
L 1 04
U= e ,
.glw 4 9¢,,

s0 ist die Losung der canonischen Differentialgleichungen

dg _8H  ap _ _8H

it =ap’ di ==, =Lz

wo

1
H= ?zAuPn’ - Ur

durch die Gleichungen (19) und (19*) ausgedriickt.
Bemerkung: Wire eine von den Unterdeterminanten

a4
acp,‘l

identisch gleich Null, so wiirde der entsprechende Coefficient 4
verschwinden. Dann folgt aber aus den Differentialgleichungen,
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dass der entsprechende Werth fiir ¢, eine Constante ist, so dass die
Ordnung der Differentialgleichungen um eine Einheit heruntergedriickt
werden kann. Ich habe vorausgesetzt, dass diese Erniedrigung der
Ordnung schon vollfihrt worden ist, so dass keiner von den Coef-
ficienten A4, verschwindet.

Die durch die Gleichung (19) und (19*) bestimmte Bewegung
kann man mit Hilfe dieser Gleichungen vollstaindig discutiren.
Bevor ich aber zu dieser Discussion fir eine beliebige Zahl von
Verénderlichen iibergehe, werde ich das einfachste Beispiel in’s
Auge fassen, den Fall nimlich, dass nur eine einzige Vertinderliche ¢
vorhanden ist.

§ 2. Bewegungen, die durch einen Freiheitsgrad bestimmt sind.
Libration und Limitation.

Von einer Bewegung, die durch die canonischen Differential-
gleichungen

e OH

dt ~ 9
Yooi=1,2,...,0

ap _ _ 9H

dt — ~ W

bestimmt ist, sagt man, dass dieselbe n Freiheitsgrade besitzt. Ist
nur ein Freiheitsgrad vorhanden, so ist also

dq _ 0H

dt ap’
m

dp __0H

dt dq '
wo

1
1 H= A(9)p*— U(9).

Die entsprechende Hamrron-Jacosrsche Differentialgleichung
lautet hier einfach

A@WQ¥Y=NU+ﬂ,

e
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und es ist somit

= I/S(U+a)d .

Hieraus bekommt man weiter

| oW dg
t =0 = —=
® 8= f VAT +a)A(@

Die durch diese Gleichung bestimmte Bewegung wollen wir
nun untersuchen.

Um die Ausdrucksweise etwas zu verkiirzen, will ich die Be-
zeichnung ,,mechanische Grosse“ einfilhren. Unter einer mechanischen
Grisse verstehe ich eine Verdnderliche, die nebst ihrem ersten Differen-
talquotienten fur jeden endlichen Werth der Zeit reell, stetig und end-
lich ist. '

Von dieser Art sind z. B. die rechtwinkligen Coordinaten im
Drei-Kdrperproblem in dem Fall, dass ein Zusammenstoss in end-
licher Zeit nicht vorkommt. Als solche mechanische Grdssen kann
man auch die osculirenden elliptischen Elemente eines Planeten
betrachten u. s. w.

Statt der Zeit kann man hierbei jede andere unabhiingige Ver-
anderliche einfiihren, von der Beschaffenheit, dass sie 1) mit der
Zeit stetig wichst und 2) mit der Zeit unendlich wird.

Es sei nun eine mechanische Grisse ¢ durch eine Differential-
gleichung von der Form (3) bestimmt. Setzt man

2(U+ a)4(q) = F(9),
8o lautet diese Gleichung

) (54 = Fw@.

Es lidsst sich nun zeigen, dass g niemals einen solchen Werth
q = a uberschreiten kann, fur welchen die Function F(q) verschwindet.

Es sei nimlich F(a) = 0, und die Gradgahl dieser Wurzel sei
gleich m, wo m eine ganze positive Zahl bezeichnet. Man kann
dann schreiben

(G Fg)=(—arel9,
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wo ¢ (a) von Null verschieden ist. Wir setzen nun voraus, dass
@(¢) in der Umgebung von z =a in eine convergente Potenzreihe
entwickelt werden kann, wo also, den Voraussetzungen nach, das
constante Glied nicht verschwindet. Aus (4) erhalten wir dann

(5) dq:(c°+cl(q_a)+cl(7_a)’+---)=:tdt.
q-a?

Wir miissen hier bei der Integration zwei Fille unterscheiden,
je nachdem m eine gerade oder eine ungerade Zahl ist.
Fir ungerade m lautet das Integral von (5)

(6) __l{m +.8 +.. f=F(e+9),
@-9)?
und fir gerade m
—ca_ loglg—a)+ — st et —a+
(D (q—a)

+Rtle -+ = F e+,

wo t eine Integrationsconstante bezeichnet und innerhalb der
Klammer das Glied mit dem Coefficienten c,, . wegzulassen ist.
2-

Lassen wir nun in dieser Gleichung ¢ sich dem Werthe ¢g=a
nahern, und zwar so, dass die linken Seiten von (6) und (7) reell
bleiben, so wachst gleichzeitig der absolute Betrag von der linken
Seite und also auch von t iiber alle Grenzen, so oft nimlich m = 2.
Umgekehrt konnen wir also behaupten, dass, wenn m =2 ist, es
keinen endlichen Werth ¢ von ¢ giebt, fir welchen ¢ den Werth a
annimmt. Da weiter ¢ von reellen Werthen grosser als a zu reellen
Werthen kleiner als a, da ¢ reell und stetig ist, nur iibergehen kann
durch Passiren des Werthes ¢ = a selbst, so kann also, fiir m =2,
¢ niemals die Wurzel ¢ = a iiberschreiten.

Ist endlich m =1, so hat man nach (6) folgende Relation
zwischen ¢ und ¢ in der Umgebung von ¢ = a
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(8) ;i;(t+t)=2(q—a‘/c{co+%(q—a)+%(q—a)’+...}.

Hieraus bekommt man nun
(Cy) g—a=A ¢+ +4(¢E+7)+ ...

Fir ¢ = — ¢ folgt nun ¢ = a, welchen Werth man also hier fiir
einen endlichen Werth von ¢ erreicht. Die Stelle ¢ = a kann aber
auch hier nicht fiberschritten werden. In der That folgt aus (8*)
dass, fir 4, positiv, ¢ > a sein muss, fir 4, negativ immer ¢ < a.
In beiden Fiéllen kann die Stelle ¢ = a nicht wiberschritten werden.

Wir sind also zu dem folgenden Resultat gelangt:

Wenn g eine mechanische Grosse ist, die durch die Differential-
gleichung
@) (%%)' = F(g)

bestimmt ist, so kann g fur heinen endlichen Werth von t eine solche
Stelle ¢ = a uberschreiten, fur welche

) Flg)=0
ist.

Ist ¢ = a eine einfache Wurzel von (b), so wird dieser Werth
fur einen endlichen Werth von t erreicht und der Differentialquotient
von ¢ wechselt fir g =a das Zeichen. Ist die Ordnungszahl der
Wurzel grosser als Eins, so wird der Werth q = a fur heinen end-
lichen Werth von t erreicht.

Es seien nun a und 4 (5 > a) zwei benachbarte Wurzeln von (b)
mit den Ordnungszahlen m und », so dass

©® (54 =@-are—or v,

wo vy (g) fur keinen Werth von ¢ zwischen a und b, die Grenzen
eingeschlossen, verschwindet.

Wenn ¢ bei dem Anfang der Bewegung zwischen 2 und b
liegt, so muss also nach dem obigen Theorem ¢ immer zwischen
den Grenzen e und b liegen.
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Um die durch (9) bestinmte Bewegung zu untersuchen, fithren
wir eine Hilfsgrésse w ein, die so definirt ist, dass

(10) (%) =@ - am@—or,
und es ist dann
ay (77)=pv@-

Da die Gleichung (9) durch zwei andere, jede mit ihrer be-
sonderen Integrationsconstante, ersetzt worden ist, so ist es erlaubt,
die eine von diesen Constanten nach Belieben zu bestimmen. Wir
setzen fest, dass in (11) die Lntegrationsconstante so bestimmt wird,
dass w den Werth Null erhdilt, wenn ¢ selbst gleich Null ist. Dann
folgt aus derselben Gleichung, dass w immer einen reellen Werth
haben muss. Wir kénnen aber nicht nur iiber den Werth von w»
beim Anfang der Bewegung verfiigen, sondern, da es nur nothwendig
ist, dass die Gleichung

dq\® (dw dq
() (FF)= (&)
zwischen den Quadraten der Differentialquotienten stattfindet, so ist es
auch erlaubt, %’:i beim Anfang der Bewegung ein beliebiges Zeichen

zu ertheilen.

Geben wir dann dw beim Anfang der Bewegung dasselbe
Zeichen wie d¢, so werden die Zeichen dieser beiden Grdssen immer
tibereinstimmen, da ‘;—': nie Null (oder unendlich) werden kann. Wir

haben also fiir alle Werthe von ¢

_a—[—"' VW:

wo (3 eine noch unbestimmte positive Constante bezeichnet.

Aus dieser Gleichung zwischen w und ¢ konnen wir eine
wichtige Eigenschaft von w ableiten. Da n#mlich ¢ in seinen
Aenderungen so bestimmt ist, dass immer 4 =g¢=a, und den
gemachten Voraussetzungen gem#ss (g) in diesem Gebiete stetig
ist und nie Null oder unendlich wird, so muss nothwendig 1 (g)
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-

fir die genannten ¢-Werthe eine endliche obere Grenze und eine
von Null verschiedene positive untere Grenze haben. Dasselbe gilt

dann auch fir %Vw(q), 80 dass es immer moglich ist, zwei posi-

tive Zahlen Z, und Z, zu finden, der Art, dass fir alle ¢, die hier
in Betracht kommen,

BL <Voplg) <BL,,
und hieraus folgt, dass
(12) Lit<o< Lt

Nachdem wir zwei bestimmte Grenzen gefunden haben, inner-
halb deren die Werthe von w eingeschlossen sein miissen, kénnen
wir zur Untersuchung der Gleichung (10) tibergehen, welche die
Relation zwischen ¢ und w enthalt.

Wir bemerken hier gleich die grossen Vortheile, die uns die
Einfihrung der Hilfsgrosse w gewihrt. In der That liegt nun die
ganze Discussion der Bewegung in der Gleichung (10), die durch
elementare Methoden behandelt werden kann. Angenommen, dass
die Losung derselben wire

g =17r(w),

8o brauchen wir hier nur w alle Werthe zwischen —co und + o©
durchlaufen zu lassen, um die ganze Bewegung von ¢ darzustellen.
Und noch mehr, wenn wir v mit einer Constante mal ¢ identificiren,
konnen wir eine angeniherte Darstellung der Bewegung bekommen.
Es ist dies eine Anniherung von derselben Art wie die, welche
man im gewdhnlichen Pendelprobleme bekommt, wenn man die dort
auftretende Sinus Amplitudinis gegen einen gewdhnlichen Sinus
vertauscht.

Nehmen wir zuerst an, dass
m=n=1 »

welcher Fall zuerst von WEeieRsTRASS in einer wichtigen Abhand-
lung behandelt worden ist (Monatsberichte der Berliner Akademie
1866).
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Es ist oun
d
(13) L =8Yg—a)(6—9).
Die Losung dieser Gleichung lautet
(14) q:-acos’%ﬂw-i—bsin’%ﬂw.

Es ist also in diesem Falle ¢ eine periodische Function von w

mit der Periode 27"- Es wird sich aber zeigen, dass ¢ dann auck

in t periodisch ist. Ueber die Constante # konnen wir z. B. so ver-
fiigen, dass die Linge der Periode in Bezug auf w mit der Perioden-
linge in ¢ iibereinstimmt.

Es ist nun nach (11)

fdw

Vo @
0

Wird w um —251 vermehrt, so bleibt ¢ unveriindert. Nennen

wir den entsprechenden Zuwachs in ¢ 27, so ist also

sl -
27T = .
fl/w acoa'—ﬁw+bmn'—8w)
Dieser Ausdruck ist aber von w unabhingig, da nimlich
periodisch in w ist mit der Periode 2;; folglich wird 27 eine
Constante, und es ist also ¢ in ¢ periodisch mit der Periode

F
(15) T= fdw ,
l/w (um’—%ﬂw+bsin’%ﬁw)
oder °
(18) fdw ,

f‘[v a_c;’_ ﬁw+bsm'—ﬂw)
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eine Gleichung, die nach (14) auch folgendermaassen geschrieben
werden kann

b
dq
16 T= e
169 ,/V(q—a)(b—q)w(q)

Wenn die Linge der Periode in » und in ¢ gleich sein soll,
so hat man also

2n
27 = 7
oder
k11
(17) =17

Wenn die Wurzeln a und 4 der Gleichung
Fg=0

einfache Wurzeln sind, so wird also ¢ eine periodizche Function der
Zeit. Diese Function ist auch eine gerade Function von ¢. Die ana-
lytische Darstellung dieser Function kann leicht gefunden werden.

Nach dem Theorem von Fourier hat man n#mlich

(18) q=%Bo+Blcos%+B,cosz—;‘+...,
wo
T
(18°) TB”=2fq cos "2t dt.
(U
Hieraus bekommt man durch theilweise Integration
b

(18" nuBn=—2fsin ";tdq,

wo man ¢ durch ¢ auszudriicken hat.

Die Berechnung von (18**) geschieht am besten, indem man ¢
und ¢ durch die Hilfsgrosse w ausdriickt.
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Nach (11) und (17) hat man

dt = ﬂdw
(19) l/tp(acos T + b sin' 2T)
= [—%-c°+c, cos%+c, 2;,” ...}dw,
und hier ist
nuw dw

(19%)

v

Im Besonderen ist also nach (16)

g B0
+bnn 2T)

(19%) —;—c°= 1.

Durch Integration von (19) erbilt man nan

(20) t=w+ — clsm T Y+ 7'c,sm’z’;,w+v...

Durch diese Gleichung ist ¢ durch w ausgedriickt, und die
Coefficienten in dieser Reihe kdnnen aus (19*) immer, beispielsweise
mittels sogenannter mechanischer Quadratur, berechnet werden.

Andererseits ist nach (13) und (14)

(@1) dg = —a)sin " du.

T
27
Fihren wir nun die Ausdriicke (20) und (21) in (18**) ein, so

bekommt man '

T
(22) nTB, = — (b—a)fsin ”—;;isin%dw,
oder
(22%) 2nTB,

b fcos——(nt+w)dw— cosT(nt—w)dw,
0 0

wo nun der Ausdruck (20) fir ¢ einzufiihren ist.
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Die numerische Berechnung von B, nach dieser Formel kann
in verschiedener Weise ausgefithrt werden: durch mechanische
Quadratur, durch Entwickelung nach Potenzen von ¢, ¢, ...,
mittels Besser’scher Functionen u. s. w.

Wire die Ordnungszahl der Wurzeln der Gleichung
Fig)=0

grosser als die KEinheit, so lisst sich die Discussion der Be-
wegung mit Hilfe der Gleichung

§%=ﬂ@—®’¢—w2
leicht ausfithren.

Es sei erstens eine von den Ordnungszahlen z. B. n =1, die
andere — m — aber grosser als Eins. Wenn nun fir ¢t=0 dg
positiv ist, so wiichst ¢, bis die obere Grenze — ¢ = b — erreicht
ist. Hier wechselt nun dg¢:dw das Zeichen, ¢ fingt an abzunehmen
und ndhert sich mit wachsendem w (also auch ¢ unbegrenzt dem
Werth ¢ =a, ohne denselben in endlicher Zeit zu erreichen.

Wire zweitens sowohl m wie n =2, dann kann, wihrend der
Bewegung, d¢:dw niemals das Zeichen wechseln und ¢ nihert sich
allmihlich einer von den Grenzen a oder & (der letzteren Grengze,
wenn, fir ¢ =0, dg:dw positiv ist, der ersteren, wenn dg:dw
negativ ist) ohne dieselbe in endlicher Zeit zn erreichen.

Ich habe a. a O.! um die bei der Ldsung der Differential-
gleichung (4) auftretenden Bewegungen zu charakterisiren, die folgen-
den Bezeichnungen angewandt:

L Man sagt, dass eine Grdsse eine Librationsbewegung besitzt,
wenn sie periodisch zwischen zwei festen Grenzen hin und her
schwankt. Diese Grenzen werden Librationsgrenzen genannt.

II. Man sagt, dass eine Grdsse eine Limitationsbewegung besitzt,
wenn sie sich allmihlich einem bestimmten Grenzwerthe ni#hert,

1 ,Ueber die Ldsung mechanischer Probleme, die auf hyperelliptische
Differentialgleichungen fihren. Bulletin de I'Acad. de St. Pétersbourg 1888.
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ohne denselben je in endlicher Zeit zu erreichen. Der fragliche
Grenzwerth wird Limitationsgrenze genannt.

Aus der vorhergehenden Untersuchung geht nun unmittelbar
hervor, dass die Bewegung im vorliegenden Falle nur von diesen
beiden Arten sein kann. Und zwar tritt Libration ein, wenn die
Wurzeln a und b beide einfach sind, sonst immer Limitation.

Der allgemeine analytische Ausdruck fir ¢ ist fir den Librations-
fall oben (hauptsichlich nach WerersTRASS a. a. 0.) gegeben [(18)
und (22%)]. Die entsprechenden Ausdriicke in dem Limitationsfall
sind, so viel ich weiss, bis jetzt nicht gegeben.

Die hier mit ,,Limitation bezeichneten Bewegungen sind von
derselben Art wie die von PomNcart untersuchten asymptotischen
Bewegungen. Die analytische Entstehungsweise der letzteren ist
aber nicht mit der hier betrachteten, fir die Limitationshewegung
gtiltigen, iibereinstimmend, und ich habe deswegen den Namen ZLimi-
tationsbewegung beibehalten.

Die Untersuchungen itber die Gleichung

® (8)=*w

haben in der Geschichte der Mathematik eine eigenthtimliche Ent-
wickelung gehabt. Lassen wir #(¢) ein Polynom in ¢ bezeichnen
von der Gradzahl s, so warde im Anfang vorigen Jahrhunderts be-.
wiesen, dass, wenn s =4, ¢ eine sogenannte elliptische Function von ¢
ist, die zwei Perioden hat, von denen wenigstens eine imaginir
sein muss. Ist aber s> 4, so muss ¢, als Function der complexen
Veridnderlichen ¢ betrachtet, mekr als 2 Perioden haben. Nun
wurde aber von JacoBr in einer berithmten Abhandlung (,De Func-
tionibus duarum Variabilium, quadrupliciter periodicis® Werke II)
bewiesen, dass, wenn eine Function 3 (oder mehrere) Perioden hat,
entweder diese Perioden sich aus zwei Perioden zusammensetzen
konnen, oder die Function so beschaffen sein muss, dass sie
bei einem unendlich kleinen Zuwachs des Argumentes unveriinder-
lich ist. JacoBr zog hieraus a.a. O. den Schluss, dass, wenn F(g)
von hoherem als dem vierten Grade ist, ¢ nickt analytischals eine
Function von t betrachtet werden hann.
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Der Fehlschluss, wenn ich ihn so nennen darf, beruht darauf,
dass JacoBr in seinem Beweis angenommen hat, dass ¢ in der
ganzen imagindren Ebene unbeschrinkt verénderlich ist. Be-
schrinkt man aber, wie WEIRRSTRASS es in seiner oben citirten
Abhandlung gethan hat, ¢ auf nur reelle Werthe, so lésst sich,
wie wir schon gesehen haben, ¢ als eine wohl definirte Function
der ebenfalls reellen Verénderlichen ¢ betrachten. Man kann sogar
auf diesem Wege weiter gehen!, indem man statt nur zwei Wurzeln

von der Gleichung
F(g)=0

vier — sie seien a,, a,, a5, a, — abtrennt und eine Hilfsgrosse w,
durch die folgende Gleichung definirt, einfiithrt:

(%q;).: £ (g —a)n (g — a)n (g — ag) (9 — a,),

was von Nutzen sein kann, wenn in einem mechanischen Probleme
beim Anfang der Bewegung ¢ unter Umstiinden zwischen verschiedenen
Wurzelpaaren a;, und a; liegen kann.

Beispiel. Das emfache Pendel.

Wird die verticale Coordinate des Pendels, von dem Aufhingepunkte

nach dem Nadir gerechnet, mit x bezeichnet, und die Lénge des Pendels mit
die Acceleration der Schwerkraft mit g, so ist

ldzx

V2g B —2%)(z -2, -

dt,

wo 2, eine Integrationsconstante bezeichnet.

Aus den obigen Auseinandersetzungen folgt nun unmittelbar, wenn:

1) — I < 2 <!, tritt Lsbration zwischen den Grenzen z, und + / ein;
wenn

2) 2y < — I, tritt Lébration zwischen den Grenzen — ! und + / ein, d. h.
das Pendel bewegt sich immer in derselben Richtung; wenn

8) 2y = — I, tritt Lémstation ein, und das Pendel n#hert sich mit wach-
sender Zeit beliebig nahe dem obersten Punkte, ohne ihn in endlicher Zeit
zu erreichen; wenn

! Vgl. eine Abhandlung von Dirxer in den Mém. de la Société des Sc.
phys. et math. de Bordeaux, t. V.
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4) zy = + /, bleibt das Pendel im untersten Punkt unbeweglich.

Fir die Periode 2 T der Bewegung im Falle 1) und 2) ergeben sich nach
(16*) die Werthe

!
ldz

VigC-me-m’

2T =2

und

2
+1
Y —T
TUVgP - - )
-1

§ 3. Bedingt periodische Bewegungen.

Ich gehe nun zu dem allgemeinen Fall iiber, dass die Be-
wegung n Freiheitsgrade besitzt. Es sei also ein canonisches System
von Differentialgleichungen

de9. _ 94
a dt o @ 1.9 )
1= ceey N
) dp o 12, .00,
dt o

vorgelegt, und wir nehmen an, dass die entsprechende HamrrrTON-
Jacosr'sche partielle Differentialgleichung sich durch Separation
der Variabeln integriren lisst, so dass nach § 1 (19) und (19%)
¢y -+, q, durch folgende Differentialgleichungen gegeben sind.

L] i (9) @ ¢
9 ¢ - Pir ,
( ) +ﬂl ﬁ§1V2w‘(q‘)+2u‘ ¢‘l(q0+.-.+2ﬂ-¢(u(Q()

_ L] @i;(g)d g
(27 bi= | 2 v tapa@ s et

w=2,8,...,n)

Die Verinderungen von g, ..., ¢, sollen untersucht werden
unter der Voraussetzung, dass sie, nach der im vorigen Para-
graphen gegebenen Definition, mechanische Grossen darstellen.

CHARLIER, Mechanik des Himmels. I. 1
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Fir n =2 sind diese Gleichungen zuerst von STAUDE unter-
sucht worden (Math. Annalen 1887), der auch den ausserordentlich
fruchtbaren Begriff ,dedingt periodische Bewegungen®, von welchem
unten gesprochen wird, eingeftihrt hat. Fiir » > 2 sind STAuDE's
Untersuchungen von Sticker a. a. O. weiter gefithrt worden, der
auch eine besonders wichtige Eigenschaft dieser Bewegungen dar-
gethan hat (Math. Annalen Bd. 54).

Setzt man
(3 D:(q)=2v,(9) + 2, ,,(q) + ... + 2, 9,,(2),

so lauten die Gleichungen (2) und (2*) nach ihrer Differentiation:

t=%u (@)dgq . @uﬂq-
V@ (q,) VPa(gs) ’
0=2u@da | Pul@)dg.
(3) ﬁ V& (q) V@, (g.)
0=22@dq | | Pual@)dg.
V&, (@) V@, (g,

Beim Anfang der Bewegung mégen g¢,, ..., g, die Werthe
4% +.., q,° haben. Man betrachte nun die Gleichungen:

4) ®D,(g)=0 t=1,2,...,n).

Es seien a, und 5, zwei Werthe von ¢,, fir welche (4) erfiillt
ist, und so beschaffen, dass a, < ¢° < 5. Diese Wurzeln mdgen
noch so beschaffen sein, dass zwischen denselben keine andere Wurzel
der Gleichung @, = 0 liegt. Die Ordnungszahlen der Wurzeln seien
m, und n,. Wir setzen nun:

(5) o —Bdw, (i=1,2,...,n).
]

=

@-a)%bi—g)2

Indem wir die Bezeichnungen
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M Fya) = ptes

einfilhren, so bekommen wir also nun statt (3) die Gleichungen

dt=F, (q)bdw, +...+ F, (qn)ﬂudwn.’
) 0=F,q)bdw, +... + F,(q,)8,dw,,
0= Flu(ql)ﬂl dwl + ... + ‘F'un(qn)ﬂudwn'

Nach § 1 wissen wir, dass die Determinante
4=]g;| @Gi=12,...,n)

von Null verschieden ist. Es muss dann auch dasselbe mit dei'
Determinante .

) | E=|F;| (hj=1,2,...,n)

der Fall sein. Ks besteht in der That nach (7) zwischen diesen
beiden Determinanten die Relation

4

E= e ——————
(10) /A7 7XRRS 28

Differentiirt man diese Gleichung nach @,; und betrachtet dabei
Y,, ..., 9, als Constanten, so erhidlt man

und es ist also
7‘
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10F 1 94
(11%) EoF, 'wi(qi)jawu'
Im Besonderen ist fir j =1
1 0F 164
(11) EoF, — V@75,
Im ersten Paragraphen haben wir aber bewiesen, dass
04
'™ :F o,

und es konnen somit auch nicht die Determinanten

oK
aF,

identisch gleich Null sein.

Wir nehmen an, dass diese Determmanten fir keinen Werth
von ¢, (=1, 2, ..., n) zwischen 4, und 3, (=1, 2, ..., n) Null
oder unendlich werden.

Nachdem wir diese Bemerkungen fiber die Determinante Z und
ihre Unterdeterminanten erster Ordnung vorausgesandt haben, 13sen
wir nun das System (8) nach dw,, ..., dw, auf, was geschehen kann,
da wir nunmehr wissen, dass die Determinante Z von Null ver-
schieden ist.

Nach I § 1 (9) ist also

fdw, _ ﬂ.dw.
(12) E = ——a_'—E— ————— aE .
OF, oF,

Wenn man nun das Zeichen der Coefficienten £,, ..., 8, ge-
horig wihlt, so folgt also, dass indem ¢ von — o0 bis + 0O wichst
(durch reelle Werthe), auck w, , ..., w, immer wachsen miissen.

Hieraus folgt nun aber zweitens nach (5), den Untersuchungen
im vorigen Paragraphen gemiss, dass ¢, immer zwischen den Grenzen
a; und b; bletben muss.

Die Functionen
oK
F;

1
E

Q|
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missen nun immer eine obere und eine untere Grenze haben und
aus (12) folgt dann zuletzt, dass w, mit ¢ iber alle Grenzen wach-
sen muss. '

Die durch die Gleichungen (2) und (2*) definirten Bewegungen
sind also insofern den im vorigen Paragraphen untersuchten Be-
wegungen analog, dass ¢, ..., ¢, entweder eine Librations- oder eine
Lémitationshewegung haben mtissen. Nichts hindert, dass einige von
den Grdssen ¢, eine Limitationsbewegung haben, die iibrigen eine
Librationsbewegung.

Wenn

m=n=1 ({=1,2,...,1),

so tritt Libration bei allen Verinderlichen ein, und da dieser
Fall von besonderem Interesse ist, so werden wir ihn besonders
weiter verfolgen.

Die Gleichung (5) lautet nun

dg .

13 —_——=fd =1,2,...,
13) V@ -6 -0 Bidw, (i n),
und giebt
(14 qi=aim’%ﬂ('°i+bi5in’%ﬂ{w"

Diese Werthe von g, setzen wir in (8) ein. Wenn wir uns der
Bezeichnung

(15) Gi;(q) = fF‘j(q()ﬂidwi
bedienen, so bekommen wir durch Integration von (8) das System

t+ 4, =G,w)+... + G,,(»),
(16) 4y = Gyy(0)) + ... + G,y (w0,),

Au = Gln(wl) T o Gni(wn)’

wo 4,,..., 4, die Integrationsconstanten sind.
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Lassen wir in diesen Gleichungen w, um 2z wachsen, so folgt,
wenn wir der Einfachheit wegen annehmen, dass simmtliche

(17 g;=x1 (=1,2,...,n),
t+ 4, 4+ 20, =G, (w0, +27)+ Gy (0,) + ... + G, (w,)
(18) 4y + 20,y = Gy (w, + 28) + Gyy(0,) + ... + Gy (w,)
A +20,=G, (0, +27)+ Gy, (0))+ ... + G, (w,),
und hier ist
v, +2x
20y, = G0, +2%) = G ;(0) = [ £, ;(g)dw, .

Da g, eine periodische Function von w, ist, so ist also o, ; eine
Constante, und wir haben

2= n
2“’ij=fF1j(91)d“’1 =2 .‘Flj(ql)dwl
0 0

oder auch

b,

® .___f 95(@)d g )

1 Vg —a)® — ) P (a)
a,

Aehnliche Formeln erhilt man, wenn w,, w; u.s. w. um 2x
vermehrt werden.

Wir sind also zu dem Resultat gelangt, dass, wenn w, (i =1,
2, ..., n)um 2x vermehrt wird, die Integrationsconstanten 4,,
4y, ..., A, um constante Grbssen w,,, @,, ..., o, wachsen. Um-
gekehrt kénnen wir auch behaupten, dass, wenn man w,, w,, ..., w,
als Functionen der Integrationsconstanten 4,, 4,, ..., 4, be-
trachtet, diese Functionen von der Beschaffenheit sind, dass,
wenn 4,, 4,,..., 4, bezw. um o,,, ®,, ..., ®,, vermehrt werden,
Wy, Wy, ..o, W;—y, W;4,, ..., w, unverindert bleiben, wogegen w,
um 2z vermehrt wird.

Die Grossen w,, ..., w, sind in der That eindeutige Functionen
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der Integrationsconstanten 4,, ..., 4,. Um dies zu beweisen
differentiiren wir die Gleichungen (16); indem 4,, ..., 4, als Ver-
anderliche betrachtet werden. Nimmt man auf (15) Ricksicht, so

bekommt man dann:

dAl = Fudwl + ... +F-1 dw”,
(18" { d4d, = F,dw, + ... + F,,dw,,

d4d, =F dw + ...+ F, duw,
welche Gleichungen, nach dw,, ..., dw, aufgeldst, geben

0F

Edwl = —a—F—,"-

dd + ... +:T’fu,,
(18%)
0FE 0E
Edw-=—a-?“—lddl+ e +mdA"

Da nun die Functionaldeterminante £ fiir keinen Werth von ¢,
der innerhalb des zulissigen Bereiches fir diese Grdssen liegt, ver-
schwindet, so gehdrt offenbar zu einem beliebigen System von Werthen
~dA,, ..., dA_ ein einziges, bestimmtes System von Werthen fir
die Differentiale dw,, ..., dw,, Wenn also die Integrationscon-
stanten 4,, ..., 4, eine beliebige continuirliche Reihe von endlichen
Werthen durchlaufen, so nehmen w,, ..., w, auch eine vollig be-
stimmte continuirliche Reihe von Werthen an.

Die Grossen ¢,, ..., g, sind eindeutige Functionen vonw,, ..., v,
also auch von 4,, ..., 4,. Setzen wir nun

l =L+ 4, 4, ..., 4),
(19%) e e e e e
' g.=1.(t+ 4, 4, ..., 4),

so haben also die Functionen f; nach dem Obigen, folgende Eigen-
schaften. Es ist
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f(t+A +2w,, 44+ 20, . A+2ml")—
=fit+ 4, 4, ..., 4),

filt+ 4 + 20y, 43+ 204, ..., 4, + 20,,) =
(19) —f(t+41) s A,)l
f;(t+A +2w”1,A,+2w ey 4, 4+20,) =

=fit+ 4, 4,, ..., 4),
(i=1,2,...,n).

Diese Functionen sind somit, nach einer von WEIERSTRASS an-
gewandten Bezeichnung, n-periodische PFunctionen der n Verdnder-
lichen t+ A, 4, ..., 4,

Die Perioden w,; sind durch folgende Formel gegeben

20 w,.= | F.(¢)dw. = ®is(gdd g .
29 4 f @l de f Vigi—a0) (:— g0 Pi(q)
0 a,

Fiar ¢t + 4, 4,, ..., 4, fihren wir n neue, folgendermaassen
definirte! Veranderliche u,, ..., u, ein.

A+ 4) =0y toyuyt ... to,m,
(21) ndy = 0y 4 + 0y, % + +
"A-=“’1n"1+“’nn"a+ ceeto u,
wo wir annehmen, dass die Determinante
22) Q={a,|Gi=1,2, ..., n)

von Null verschieden ist.

Aus den Relationen (21) folgt nun unmittelbar, dass, wenn
u(i=1,2, ..., n) um 2« vermehrt wird,

! Vgl. WemesTrass: ,Einige auf die Theorie der analytischen Functionen
mehrerer Verinderlichen sich beziehende Sitze“.
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t+ 4, um 2w,,
4, 5 204,
4, um 2a,,

anwachsen wird. Umgekehrt kdnnen wir behaupten — da die Rela-
tionen (21) linear sind und die Determinante £ von Null verschieden
ist — dass, indem ¢+ 4,, 4,, ..., 4, bezw. um 20,, 2w,, ...,
2w,, wachsen, gleichzeitig u, um 2x vermehrt wird, wihrend
Uy o ooy Uy_yy Uy, - -+ 4, unveriindert bleiben.

1]
Nach (19) folgt nun, dass f;(i=1, 2, ..., n) periodische Func-
tionen von u,(i=1,2, ..., n) sind mit der Periode 2a.

Bezeichnen wir nun mit g, diejenigen Functionen, in welche die
f; Gbergehen, wenn die Verénderlichen u,, ..., u, statt ¢+ 4,,
4,, ..., 4, eingefihrt werden, so hat man

9:(w, +2m, 4y, ..., w)=9,04, %, ..., u,),
g0y, ug + 27, ..., w)=9,(u, u, ..., w),

9:(uy, Uy, -, u, +27) =g,(u,, %, ..., u),
_ t=1,2,..., n)
und allgemein
g, +2m m, ug +2mym, ..., u, +2m )=

(23) =¢,(uy, 8y, ..., u),
@=1,2,... n),

wo m,, my, ..., m_ beliebige positive oder negative ganze Zahlen
bezeichnen.

Functionen dieser Art lassen sich aber (WEIERsTRASS &. a. O.)
durch eine generalisirte Fourier'sche Reihe mit n Veréinderlichen
ausdriicken:
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TR TRERIEA

(#) (':"x+'|'lt+...+v'u-)yj,

() vy o0y ¥, =—00, ..., + 0O),
wo die Coefficienten durch die Formel

n (9
n c’ly Yoy - =

ey ¥,

=f. . .fg‘(ul, Uy, ..., u)e” T RMEtY, “-)V'—ldul du,...du,
6 ¢

gegeben sind.

' Die numerischen Werthe dieser Integrale lassen sich immer
berechnen, und in Bezug hierauf gelten — mutatis mutandis — die-
selben Bemerkungen, die oben in § 2 fir eine Ver#inderliche ge-
macht wurden.

Die Coordinaten ¢,({=1, 2, ..., n) sind also in diesem Falle
(m, = n, = 1) n-periodische Functionen der n Verinderlichen ,, u,, . . ., u,.
Es kann sich auch ereignen, dass sie periodische Functionen der
Zeit werden. Im Allgemeinen ist aber dem nicht so.

Nach (21) sind w,, u,, ..., u, lineare Functionen der Zeit.
Lost man diese Gleichung auf, bekommt man

Qul——n(t+4)+ a nA +. -{-aa'Q n A,
Q t+ 4 4, 08 74
25) u,——n(+ l)"'a nd; +. "'aa, -
.Qu—i'Q—n(t‘+Al)+a 7 A4, +—7ul

Wird nun ¢ um 27 vermehrt, so vermehrt sich gleichzeitig

L 2x 7T,

1
ye3
_}3 27T,

dw
652
Ere
1 a.SZ
o » L dany
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Wenn die Bewegung in der Zeit periodisch sein soll mit der
Periode 27, so miissen die obigen Zuschiisse zu u, u,, ..., u,
ganze Vielfache von 2z sein; es miissen also dann die folgenden
Relationen stattfinden, in welchen m,, m,, ..., m  ganze Zahlen
bezeichnen,

1882 m
R de, T’
1 48 _m
2 0wy, T '
1 082  m,
N 0w, T
Werden nun diese Gleichungen mit bezw. w,,, o, ..., o,

multiplicirt, und ebenso mit w,,, a,,, ..., ®,, w s. w, und die so
erhaltenen Gleichungen addirt, so geht hieraus folgendes System
von (leichungen hervor:

T=mo, +moy +...+mao,,
26) O=mao,+mao,+...+ma,,
0=mlmln+".2mln+"'+mu‘n’nu'

Damit die Bewegung periodisch in ¢ werde, milssen also die
obigen Relationen zwischen den Perioden ;; stattfinden. Die Periode
(in ¢) ist dann durch die erste von diesen Formeln gegeben.

Weil die Coordinaten ¢, also unter Umstinden periodische
Functionen von ¢ werden kénnen, so hat Staupe fir diese Be-
wegungen den Namen bdedingt periodische Bewegungen eingefiihrt.

Da die Determinante £ nicht verschwindet, so gehért nach (26)
zu jedem Werth von 2 7' ein einziges System von Werthen der Grdssen
m,, mg, ..., m,. Sind die so bestimmten Grossen ganze Zahlen,
so ist die Bewegung periodisch mit der Periode 2 7.

In Bezug auf die bedingt periodischen Bewegungen hat Sticken
einen interessanten und wichtigen Satz bewiesen, den ich jetzt aus-
einandersetzen will.
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Ich bemerke zuerst, dass einer unendlich kleinen Aenderung
der Zahlen 4,, ..., 4, nach (18**) eine unendlich kleine Aende-
rung von w,, ..., w, und demnach auch eine unendlich kleine Aende-

rung von ¢q,, ..., g, entspricht.

Wir haben nun

g=fit+ 4, 4, ..., 4), (=1,2,...,n),

und diese Functionen sind nach (19) von der Beschaffenheit, dass

fi(t+ 4, + S 2m, wa,, A, + S 2m, @gy, ...
27) % ’ E
Au+§l2mam.,” =fit+ 4, 4,, ..., 4).

Nun kann man aber! beweisen, dass man immer unendlich viele
Systeme ganzer Zahlen m,, ..., m_ von der Beschaffenheit finden
kann, dass jeder der n — 1 Ausdriicke

¢§=i2m,m¢j, (i=238,...,n)

kleiner als jede beliebige Grosse s ist, wie klein s auch gewihlt
wird. Es seien also die Zahlen m, so gewihlt, dass

§2m,m.,’.=sj, Jj=2,8,..., n),
WO |aj| < 8. Dann hat man also nach (27)

fe+ 4, +§_]12m.m,1, A, + 8, ..., 4, +¢)=

=flt+ 4, 4 ..., 4).

! Vgl. Jacosr a. a. O.; Kroxecker, Sitzungsberichte der Berliner Akademie
1884.
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Setzt man hier

t=t, — S 2m 0, =t — P,
a=1
wo t, einen beliebigen Werth der Zeit bezeichnet, so wird hieraus
[+ 4, 4, + &, ..., A4, +8)=f(, — P+ 4, 4,,..., 4).

Nun habe ich aber eben gezeigt, dass, wegen der Stetigkeit
der Functionen £, diese bei einer unendlich kleinen Aenderung der
Integrationsconstanten 4,, 4,, ..., 4, eine ebenfalls unendlich
kleine Aenderung erleiden. Es ist also .

G+ 4, 4,+¢,..., 4, +¢)

unendlich wenig von f(¢, + 4,, 4,, ..., 4,) verschieden, und dem-
nach folgt aus der letzten Gleichung auch, dass die Functionen

fo+4,, 4,, ..., 4)
und

f(tl _P'*'Al) A” ey A')

sich beliebig wenig von einander unterscheiden.

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass die Coordinaten ¢,,
9> -++» ¢, 2ur Zeit ¢, und zur Zeit ¢, — P beliebig wenig von
einander verschieden sind.

Wenn also zur Zeit ¢, die Coordinaten die Werthe ¢,, ..., ¢,®
besitzen, so giebt es immer einen anderen Werth fiir ¢ — und sogar,
weil die Zahlen m, auf unendlich viele verschiedene Weisen ge-
wihlt werden kdnnen, unendlich viele andere Werthe fur t —, fur
welchen die Bahncurve beliebig nahe an den Punkt ¢,@, ..., ¢ ®
herankommt.

Man kann mit StickeL weiter gehen und beweisen, dass man
immer solche Werthe fir die Zeit finden kann, fiir welche die Bahn-
curve beliebig nahe an irgend einen Punkt herankommt, der iiberhaupt
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innerhalb des zuldssigen Gebietes fir die Coordinaten ¢, ..., ¢,
liegt. Dieses Gebiet B ist nach dem Obigen so bestimmt, dass

a,lq<b @(=1,2,..,n).

Ist jetzt ¢,° ¢,°% ..., ¢,° irgend eine Stelle des Bereiches B,
so gehdrt dazu nach (16) ein bestimmtes System von Werthen fiir
t+ 4, 44, ..., A, welche Werthe wir mit B, B,, ..., B, be-
zeichnen wollen.

Die Function

Q.'=f:'(B11 B.) veey -B..)

stellt nun nicht nothwendiger Weise einen Werth von ¢, dar. Wir
wollen aber beweisen, dass man in dem Ausdruck fiir g,

g;=f@t+ 4, 4, ..., 4)

immer einen solchen Werth fiir ¢ finden kann, fir welchen @,
(#=1,2,..., n) sich beliebig wenig von ¢, unterscheidet.

Es gilt in der That die Relation (27). Nun folgt aber aus
dem oben citirten Satze von JacoBr und KRONEckER, dass man
immer, sobald die Perioden o,; von einander unabhingig sind, die
Zahlen m,, m,, ..., m_ 80 bestimmen kann, dass

4, + $2m,m,i (f=2,3,...,n
a=1
sich beliebig wenig von B, unterscheiden. Setzen wir dann
t= ‘Bl - Al - i2m¢ma1,
a=1

8o ist somit der Satz bewiesen.

Dieser Satz wird mengentheoretisch so ausgedriickt, dass die
Bahncurve den ganzen Bereich B uberall dicht erfullt.

Die obigen Auseinandersetzungen erleiden nur dann eine Aus-
nahme, wenn Relationen von der Form (26) zwischen den Perioden
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o,; bestehen. Die Bewegung wird dann, wie schon bewiesen ist,
periodisch.

Die Vertheilung der periodischen und nicht-periodischen Bahnen
ist eine Frage von der griossten Bedeutung fiir diese Bewegungen.
Die Stabilititsfrage steht in der That in einer gewissen Verbindung
mit der Art dieser Vertheilung. Ich werde in einem folgenden
Paragraphen Gelegenheit haben, auf diese Frage zuriickzukommen.

Es ist in der obigen Auseinandersetzung angenommen, dass
die Functionen ®;(¢,) in Formel (4) wirklich zwei Wurzeln a, und 5,
besitzen, zwischen denen die Verinderliche ¢, beim Anfang der Be-
wegung liegt und dann auch immer verbleiben muss. KEs kann auch
vorkommen, dass dem nicht so ist, sondern dass eine oder mehrere
von diesen Functionen fir keinen reellen Werth von ¢, verschwinden.
Die Behandlung dieses Falles ist indessen der obigen Behandlung
analog. Erstens folgt nimlich dann, dass das entsprechende ¢ mit
der Zeit stetig wichst (oder stetig abnimmt). Die Ver#nderliche ¢
hat dann dieselbe Eigenschaft wie frither die entsprechende Hilfs-
grosse w. Von besonderem Interesse ist der Fall, dass der Coefficient
von dg periodisch ist. Wenn namlich das vorliegende System das
folgende ist

t+ A4 = [Pu@da o [Pm(@)de

! V&, (a) V®.(an
(28) e e e
4 = [Pe@)dn Pan(9n) 34n

" Vo, (q) V®. (g2

und die Coefficienten von, beispielsweise, d ¢, die Eigenschaft haben,
fur keinen Werth von ¢, zu verschwinden oder unendlich zu werden
und ausserdem periodisch sind mit der Periode 2z, so folgt,
dass, indem ¢, um 2= anwichst, 4,, ..., 4, um constante Grossen
o, ..., o, anwachsen werden. Die Grosse ¢, hat dann hier die-
selbe Eigenschaft wie w, in den Gleichungen (16).

Ist

@i(q) .
y—— 1= 1, 2, .
V(_pl(qt)

eine Constante, dann ist die Periode willkirlich.

vey R)
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u Es kommt in der Mechanik dfters vor, dass die gegenseitige
Lage der beweglichen Koérper unverindert bleibt, wenn eine oder
mehrere Grdssen ¢; (sogenannte Winkelgrdssen) um Vielfaches von
2 n vermehrt werden. Man fithrt dann statt diesen ¢; die Hilfsgrossen

sing, = z;

ein, und die Discussion wird dann mit der oben gegebenen voll-
stindig analog.

Beispiel. Das conssche Pendel.

Nimmt man die Z-Achse vertical, bezeichnet mit 6 den Winkel, den die
Projection des Pendels auf die X Y-Ebene mit einer festen Linie macht, mit 2
die Z-Coordinate, mit ! die Linge des Pendels, mit g die Acceleration der
Schwerkraft und endlich mit ¢ und ¢’ zwei Integrationsconstanten, dann sind
die Vertinderungen von z und 6 durch folgende Formeln gegeben (vgl. z. B.
Despevrous: Cours de Mécanique, II. 8. 70)

dt = ldz
2 P -2 -’
29 VEgr+ )P -2 —¢
0=db+ cldz

@ - VEez + NP -2 -

und aus dieser Form der Differentialgleichungen koénnen wir unmittelbar

schliessen, dass es sich hier um eine bedsngt persodssche Bewegung handelt.
Fiir ¢ = 0 erhidlt man das gewdhnliche Pendelproblem in der Ebene.

Schliessen wir diesen Fall aus, so findet man leicht, dass die Gleichung

292 +c)P—-3)—c*=0

drei reelle Wurzeln hat, eine Wurzel negativ und numerisch grdsser als [, die
beiden iibrigen numerisch kleiner als /.

Die Coordinate » muss also immer zwischen den beiden letzten Wurzeln
bleiben. Hieraus folgt nun, dass I* — z* niemals Null werden kann. Die
Gradzahl der Wurzeln ist Eins, und wir kdnnen unmittelbar die Formeln
(18) u. f. anwenden.

So oft 2 denselben Werth wieder erhilt und 6 um ein Vielfaches von 27
gleichzeitig anwiichst, kehrt das Pendel in dieselbe Lage zurtick. Setzen wir also

(80) y=cosd,



§ 8. Bedingt periodische Bewegungen. 118
so ist die Bewegung periodisch, wemn y umd z ihre ursprimglichen Werthe _
wiedererhalten. In diesen Coordinaten lauten mun die Differentialglcichungen
nach der Integration

t+ A, = ldx ’
V@gx + )@ — 2% — ¢
(81) .
A"=f dy +f eldx
Vi-y J@-V3g2+ )@ -5 -
Setzsen wir

h(z)=(8gz + )(* — 2% — ¢,

und beseichnen mit @ und # (a > §) die beiden Wurseln von A(zx) = 0, die
numerisch kleiner als ! sind, und mit — y die dritte Wursel, so hat man also
in den Formeln (6) und den folgenden su setsen

i

Viga+n

Fy,, =0; F, =

- el
@ -V +9).

Fir die Perioden w;; erhiilt man den Ausdruck

Fyy=1; Fyy

4
ldz |

= viw'

@, =0,

(4
o = — 75 - [__ctdzr
12 ) Oge @ - z')]r—h(x)

und fir die Determinante $2 erhilt man den Werth

R =nay,

der also von Null verschieden ist.
Die Ver#inderlichen %, und %, in (21) sind durch folgende Formeln bestimmt

n(t+ A)= Gy Uy

By = =ty + Oy th,
80 dass

o= QR+ 4) - 4y,

n
Uy = m_n(t““Al)-

CHARLIER, Mechanik des Himmels. I. 8
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Die Coordinaten y und z lassen sich als doppeltperiodische Functionen
der beiden Veriinderlichen %, und u, darstellen mit Hilfe der Gleichungen (24)
und (24*), und es verdient bemerkt su werden, dass diese Darstellungen be-
deutende Vorzlige besitzen vor der gewdhnlichen L3sung dieses Problems unter
Anwendung von elliptischen Functionen.

Die Bewegung wird nach (26) rein periodisch, wenn
0 =m 7w — My Gy,
und die Periode 2 T wird dann

2T=2ﬁ,w,,.

In diesen Formeln ist die vollstindige Theorie des sphirischen Pendels
enthalten.



DRITTER ABSCHNITT

BEWEGUNG EINES PUNKTES, DER VON ZWEI
FESTEN CENTREN NACH DEM NEWTON’SCHEN GESETZ
ATTRAHIRT WIRD






§ 1. Aligemeine Betrachtungen.

Ich werde mich im Folgenden auf den Fall beschriinken, dass
die Bewegung in einer Ebene stattfindet. Es verdient indessen
bemerkt zu werden, dass auch der allgemeine Fall — in drei
Dimensionen — in vollstindig #hnlicher Weise behandelt werden
kann.

Bedient man sich der elliptischen Coordinaten A und p in I §7,
so wird

1) 2T=(""‘!")[p‘fa + ,,:p_'.pn]’

@) U=p+”,[(K+K')1—(K—K')p].

Wollen wir die Differentialgleichungen in canonischer Form
schreiben, so kdnnen wir setzen

=4 g=p

und bekommen dann nach I § 8

_ 8T _v—p.,

= éq,'zl'—o' l’

0T A —p

Py = 6q,'=o’—p""

80 dass
1
27= o — 0 [(q,’— Np? + (- 93’)’.’]’
1
U= - [(K+K’)ql _(K_K’)Ys}'
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Die canonischen Differentialgleichungen werden nun

dq =0_H_ ap, __ 0H
dt dp,’ dt  d¢q,
@)
dgy _9H dp, __0H
dt ~ Opy dt ~  d¢q
wo
(4) H=T-U.

Die Differentialgleichungen sind offenbar von der Form, die
fir die Anwendung des Theorems von Sricken erforderlich ist.
In der That, wenn man setzt (IL § 1 (10))

P = qls%_’ P P = q’an o’
1 1
Pu=gi_a’ Pu= o g’
K+ K’ K-K

Nh=G-a N V1= gy N
80 dass
A= [ ,
(@*—c") (g - o)

so erhalten wir die obige Form.
Fihren wir die Bezeichnungen 4 und g (statt ¢, und ¢,) wieder

ein, 80 bekommt man also nach II § 1 (19) und (19*) die folgenden
Gleichungen:

di wdp et
) fvé(l’—ﬂ’)((x+ml+hl'+a) +fV2(p’—e’)((K— K)u+hp* + a) Aur

f di +f du =8
Ve@—o)(BE+EN+hit +a)  J Va@—o)(E—KNpt+hu'+a)

ibereinstimmend mit I § 7 (43), und die intermediiren Integrale
lauten:

(p_,,:)z_t = V2W - (E+E)A+hA+a),
(6%)

M= = — V2 — ) (= K)p+ hp? + ).
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Die charakteristische Function X ist von ¢ unabh#ingig und
man hat somit hier das Integral

H=h
oder
1 ¥ "
® T -1 [+ ] -
= ﬁ[(x-g-x')z_ (K—K’)p] +h.

Aus diesen Gleichungen findet man, dass die Grdssen 4 und p
im Allgemeinen doppeltperiodische Functionen von ¢+ f§,, und B,
sind. Fir die Perioden o, ; erhilt man nach II § 3 (20) die folgen-
den Werthe
( b, by
Adi udp

= JvEe T ) vew'
a ay

by

_ di _ dp
M= VR M7 VW’
a,

Gy

O

wo zur Abkiirzung gesetzt ist

{ Bl)=23"— N (K + K)2 + kA2 + a),

8
® S()=2( — (K — KVp + hp* + @),

und a,, b, und a,, b, bez. zwei Wurzeln der Gleichungen R (1)=0
und §(u) = 0 bezeichnen.

Man findet, dass die Determinanten 4 und £ in II § 3 von Null
verschieden sind, so oft nicht 4 = g, in welchem Fall ein Zusammen-
stoss stattfindet.

Fihrt man die Hilfsgrossen u, und », nach II § 3 (21) ein,
80 hat man

w4+ B) =0,u + oy,

2By =, u + @,y
oder
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{ Qu, = noyt+p)—xe,b,

(9)
Quy=—na,t+h)+na,p,

und 4 und x4 werden nun doppeltperiodische Functionen von u,
und %, mit der Periode 2z, die sich in Fourier'sche Reihen nach
den Vielfachen von u, und u, entwickeln lassen.

Die Bewegung ist in der Zeit periodisch, so oft w, und w,,
mit einander commensurabel sind, so dass

(10) 0=m a4 +maoy,

wo m;, und m, ganze Zahlen bezeichnen, und fir die Periode 2 7
erhilt man den Werth

(10% 2T7=2m o, +2ma,.

Wenn die Wurzeln der Gleichungen R () =0 oder S(u) =0
nicht einfache Wurzeln sind, so treten Limitationsbewegungen auf.

Ausser diesen Fillen kdnnen bei verschiedenen Werthen von
h und « nur zwei Fille vorkommen, nimlich 1) dass i oder p
einen constanten Werth erhalten, oder 2) dass jede Bewegung un-
mdglich ist.

In Bezug auf die Grdssen A und u erinnere ich an ihre Defi-
nition

2b=r47r,

2p=r—r,

aus welcher folgt, dass die folgenden Ungleichheiten immer erfillt
sein miissen .
11 AZzc=p=—c.

Ich erinnere weiter daran, dass A die halbe grosse Achse einer
Ellipse bedeutet, deren Foci in den zwei festen Centren liegen und
welche durch den beweglichen Punkt geht. Die Grosse pu bezeich-
net die entsprechende Bestimmungsgrisse einer Hyperbel. 2c¢ ist
der Abstand zwischen den beiden Foci.
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Wenn 4 = ¢, 80 bedeutet das, dass die Foci mit dem Endpunkt
der grdsseren Achse der Ellipse zusammenfallen, d. h. die Ellipse
geht fir A =c in die gerade Linie X' K tiber. Folglich muss
immer fir A2 = ¢ der bewegliche Punkt — ich werde ihn kurzweg
den Planeten nennen — sich auf der Linie K’ K befinden.

Ist dagegen p = c, so besteht die Hyperbel aus dem_lemgen
Theil der negativen X-Achse, der jenseits der Masse K’ liegt. Fir
p = — c erhdlt man den entsprechenden Theil der positiven X-Achse
jenseits der Masse K. Far g = + ¢ befindet sich also der Planet
auf einem von diesen Theilen der X-Achse.

Ist p =0, so fillt die Hyperbel mit der Y-Achse zusammen.

Sind beim Anfang der Bewegung die Coordinaten des Planeten
A, und p,, so muss nach (5%

L) =(K+K)d + k) + =0,

I
Mpy) = (K — K)py+hpl?+ a=0

sein, wozu kommt, dass A, und u, auch den Ungleichheiten (11) Ge-
niige thun miissen. Die Relationen (11) und (12) mussen iubrigens nicht
nur beim Anfang der Bewegung, sondern immer erfullt sein bei
allen mit dem Problem uberhaupt vereinbaren Werthepaaren (A, p).

Ich gehe jetzt zu der niheren Betrachtung der verschiedenen
Bewegungszustinde fiber. Es scheint dann geeignet zu sein, die
folgenden Fille zu unterscheiden:

1) % negativ,

2) & positiv,

3) hA=0,

4) Limitationshewegungen,

5) rein periodische Bewegungen.

In 1) und 2) setze ich voraus, dass die Wurzeln der Gleichungen
R(2) = 0 und 8(A) = O einfach sind.
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§ 2. Die Constante % der lebendigen Kraft negativ.
Librationsfille.

Die Gleichung R(A) = 0 hat immer die beiden Wurzeln 4 = 4-c.
Da wir hier annehmen wollen, dass die Constante % negativ ist, so
setzen wir

(‘) h=— hl ’
wo also A, eine positive Grosse bezeichnet. Setzen wir nun
(2) LA)=K+KVA—-~hAM + e,

80 muss nach § 1 (12) immer

(8) IW=0

sein. Konnte 4 fiber alle Grenzen wachsen, so wiirde offenbar, fiir
hinreichend grosse Werthe von 4, L (1) negativ werden, was nach (3)
nicht erlaubt ist. Hieraus folgt, dass fiir negatives 4 die Grosse A
immer eine endliche obere Grenze haben muss. Der Planet kann
sich also in diesem Fall nicht beliebig weit von K' und K entfernen.
Wir nennen nun r, und r, die Wurzeln der Gleichung Z 1) = 0
und haben also
4) L@A)=h(r, =A@ —r1,),

wo fir reelle Werthe von r,, r, angenommen werden soll, dass
) n>r;.

Man kann dann vier Fille unterscheiden:

, und r, imagindr,

r, und r, reell, aber kleiner als c,
r, reell und grosser als c,

r, und r; reell und grosser als c.

Die beiden ersten von diesen Fillen geben aber zu #hnlichen
Bewegungszustinden Veranlassung und mdgen also gleichzeitig be-
handelt werden. In beiden Fillen kann némlich Z (1) das Zeichen
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nicht wechseln, weil keine reelle Wurzel, die grdsser als ¢ ist, existirt.
In beiden Fillen muss dann nothwendigerweise L (1) negativ bleiben,
weil Z (4 oo) negativ ist.

Wir unterscheiden also folgende drei Fille

a) r, und r, entweder imaginir, oder
reell und kleiner als ¢,

b) r,>e>r,
c)r,>r>ec.
Setzt man
(6) Mp)=(K—-K)p—hp*t+e,
und nennt die Wurzeln der Gleichung
O] Mp)=0

¢, und g,, wo fiir reelle Wurzeln o, > o,, 80 ist also
Mp) =k (0 =B — e)s

und man muss immer haben
(8) Mp)=0.

Hier haben wir nun vier Fille zu untersuchen:
@) ¢, und g, imaginir, .
f) o, und g, reell und dem absoluten Betrag nach
grosser als c,
7) >c>0> —c,
d) c>0 >0 >—c
In y) ist auch der Fall
4 > (’l > —C > 03

einbegriffen, wie unten niher erdrtert wird.

Indem nun ein jeder von den Fillen a), b) und ¢) mit den
letzteren vier combinirt wird, erhilt man also hier 12 verschiedene
Fille, die wir nach einander betrachten wollen.
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Foll Ia. Die Wurseln r, wnd r, entweder imaginir, oder reell
und hloiner als c.

Es ist nach § 1 (5%
) M- =@ =L,

Da nun in diesem Falle Z (1) stets negativ bleibt und ausser-
dem A nicht kleiner als ¢ werden kann, so kann man diese (lei-
chung nur dadurch befriedigen, dass man setzt

(10) A=c.

Der Planet muss also immer auf der Linie X' K bleiben. Die
Bewegung wird geradlinig. Je nach den Werthen von ¢ erhalten
wir nun:

Fall Ia a. ¢, und g, imagindr.

Die Function M(u) wechselt also fir reelle Werthe von u
nicht das Zeichen und ist also negativ, weil sie fir hinreichend
grosse Werthe von p negativ wird.

Es ist

(11) @ — w0 S = V2= M),

und da nun M(u) negativ ist, so wilrde pu zwischen + ¢ und — ¢
periodisch schwanken. Da aber fir y =+ ¢ und A = ¢ der Planet
mit einer von den Massen X oder K’ zusammenstdsst, so hdort hier
die Giltigkeit der Differentialgleichungen auf.

Der Fall I a & ist also dadurch charakterisirt, dass der Planet
sich betm Anfang der Bewegung auf der Linie K' K befindet und
seine Anfangsgeschwindigheit lings der X-Achse liegt. Der Planet
bewegt sich in dieser Richtung, bis ein Zusammenstoss mit K' oder K
stattfindet. '

FallIa . o, und g, reell und dem absoluten Betrag nach
grosser als c.

Die Function M (u) éndert also wibrend der Bewegung nicht
das Zeichen.
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Ist M(x) negativ, so hat man dieselbe Bewegung wie in I a «.
Ist dagegen M (u) positiv, so folgt aus (11), dass x nothwendiger-
weise identisch gleich 4 ¢ oder — ¢ sein muss. Der Planet hat also
nun dieselben Coordinaten wie eine von den Massen und eine Be-
wegung ist nicht mdglich.

FallIay. o, >¢> 03> —c.
Es ist
(12) (W — ) M = (52 — Ny (@, — ) (s — 0,)-

Damit dieser Ausdruck positiv bleibe, muss offenbar
—cSu=g

sein. Wenn beim Anfang der Bewegung %’}poﬂiﬁvist, so wichst

p bis sam Werthe u = g,, kehrt dann um und stdsst ruletzt mit
der Masse X zusammen.

FalllIad. ¢>0, > 03> —c.
Aus (12) folgt, dass man entweder hat

—c=Sp=0,,
oder
O=p=ec.

Der Planet stdsst mit K oder X zusammen.
Als eine fiinfte Moglichkeit kénnte man eigentlich den Fall be-
trachten, dass
€>0,> —Cc>0,
was indessen offenbar mit 7ay &hnlich ist, nur dass der Planet
hier mit der Masse K zusammenstossen muss.
Wir wenden uns nun zu
Fall 16. 7, >c>r,.
Aus
ai
(13) W =) =V2R =N —H@A—1,)
folgt, dass

n=A=c.
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Ist dA beim Anfang der Bewegung positiv, so wiichst 1, bis
der Werth A =r, erreicht ist, fingt dann an abzunehmen, und
nimmt continuirlich ab bis 4 = ¢, um dann wieder zu wachsen. Es
findet also Libration in A statt. Geometrisch gesprochen muss
der Planet sich immer innerhalb derjenigen Ellipse befinden, die in
K’ und X ibhre Foci hat, und deren halbe grosse Achse gleich r,
ist. Die nihere Bestimmung der Bewegung hiéngt von den Werthen
der Wurzeln ¢, und g, ab.

Fall 1be. o, und o, imaginir.

Die Function M(u) wechselt also das Zeichen nicht und bleibt
negativ. Aus (11) folgt nun, dass s zwischen den Grenzen + ¢ und
— ¢ schwankt. Ks tritt also Libration sowohl in 2 wie in u ein,
und wir k3nnen die Resultate itber bedingt periodische Bewegungen
hier anwenden, Die Bahncurve besteht also entweder aus einer ge-
schlossenen Linie — etwa in der Form einer Lemniscate — oder
sie erfullt den ganzen von der Ellipse r, eingeschlossenen Raum
uberall dicht.

Fir die Elementarperioden ;; hat man hier die Werthe

r, +e

o [2dL. o _ [de
nT)veEe T vsw’

-C

LY +ec

di

0, = [ — Wy, = dp .
12 ]f—R(l)’ 33 Vi@

Die Grossen A und p lassen sich als bestindig convergirende
Fourier’'sche Reihen nach den Vielfachen der beiden durch § 1 (9)
bestimmten Argumente », und u, darstellen.

Fall IbB. o, und o, reell und dem absoluten Betrag nach grosser als c.

Die Function M (u) wechselt also wihrend der Bewegung nicht
das Zeichen. Wenn M(u) negativ ist, so fallen wir auf I« zuriick.
Ist dagegen M (u) positiv, so folgt nach (11), dass

p= + ¢ oder —ec.
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Die Bewegung findet auf demjenigen Theil der X-Achse statt,
der, vom Coordinatennullpunkt gerechnet, jenseits der Massen K’
und K liegt. Der Planet stdsst zuletzt mit einer von den Massen
zusammen. .
Fall Iby. o, >c> 03> —c.
Wie im Falle 7ay findet man nun, dass

—CSp=g,-

Es findet also Libration in u, sowohl wie in 4, statt. Die
Bahn liegt innerhalb des um KX gelegenen Raumes, der von der
Ellipse A =r, und der Hyperbel u = g, begrenzt wird. Die Be-
wegung ist also bedingt periodisch. Fir die Elementarperioden
o, und o,, erhilt man dieselben Ausdriicke wie in Ibe, die
Werthe der iibrigen sind

V8 V3
Der Korper wird also hier zu einem Satelliten der Masse K.
Es ist hier vom gréssten Interesse zu bemerken, dass die Bahncurve
des Satelliten den zuldssigen Bereich tiberall dicht erfiillt, und dass
es demnach heine untere Grenze fiur den Abstand des Satelliten von der
Masse K giebt. Eine obere Grenze ist aber vorhanden.
Zu diesem Fall gehort auch der, dass

€>0,>—¢>0;-
Der Korper bewegt sich dann als Satellit um die Masse K'.

Fall 169. c¢>p0,>0,> —c.

Der Korper wird zu einem Satelliten, der sich entweder um
K’ oder um K bewegt. Die Behandlung ist dieselbe wie im vorigen

Falle.
Fall Ic. Sowohl r, wie ry grosser als c.

Nach (18) folgt nun, dass entweder A=c¢, welchen Fall wir

ibergehen konnen, oder
r,SAsSrT,.
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Die Bewegung findet innerhalb awei Ellipsen statt, deren halbe
grosse Achsen gleich r, und r, sind. Die Grdsse 4 besitzt eine
Librationsbewegung zwischen den Grenzen r, und r,. Die nihere
Bestinmmung der Bewggung hiingt von den Werthen der Wurseln
o, und g, ab.

Fall Icee. o, und o, imagindr.

Wie in Fall 75 e, so folgt hier, dass u zwischen den Grenzen + ¢
und — c schwankt. Der Planet bewegt sich in einer Bahn, welche die
beiden Massen X’ und X umschliesst, und welcke entweder geschlossen
ist, oder den zwischen den beiden Ellipsen r, wnd r, eingeschlossenen
Raum iiberall dicht erfullt.

Fall Icf. o, und o, reell und dem absoluten Betrag nach grosser als c.
Es ist nach der Voraussetzung r,>ry>cund
L(r,)=L(r)=0.
Da weiter L (4 oo) negativ ist, so muss
L)<O,
K+ K)e—h *+a<0.

sein, d. h.
Nun ist aber

Me)=(K—-K)e—hc*+a< L)

Es muss also auch M(c) negativ sein. Der Voraussetzung nach
sind aber die Wurzeln der Gleichung M () = 0 beide reell und
numerisch grésser als ¢. Es muss also wihrend der Bewegung —
fir welche immer die Bedingung | g | = c stattfindet — M (u)
negativ sein, und man findet demnach, dass wir auf den Fall Jce
zuriickgefithrt werden.

Fall Icy. o, >c¢c> 0y > —c.

Dieser Fall kann nicht vorkommen. In der That findet man,
wie im vorigen Falle, dass

M) < L) < 0.
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Nun ist aber weiter
M(— )< M(c).

Die Function M(u) ist also von der Be;cha.ﬂ'enhoit, dass sie
fir u=+¢ und p= — ¢ negativ ist. Daraus folgt aber, dass

die Gleichung
M)=0

entweder zwei Wurzeln oder keine Wurzel zwischen den Werthen
p=+c und p= —c hat, was der Voraussetzung widerstreitet.
Es konnen auch nicht zwe: Wurzeln zwischen diesen Grenzen
existiren. Lassen wir nimlich r irgend eine reelle und positive
Grosse bezeichnen, die kleiner als ¢ ist, dann wissen wir, dass der
Voraussetzung gemiss L(r) negativ ist. Nun ist aber

Miz)— Lz)=—-2K=z,

und also muss M(x) auch negativ sein fiur alle positiven z, welche
kleiner als ¢ sind. Andererseits ist

M(—2)=—-(K—-—K)z—h2*+a=Mx)—2(K— K)z,

und da wir hier X > K’ angenommen haben, so muss auch M(— z)
negativ sein.

Es kann also hier (wenn r, > r, > c) Akeine Wurzel zwischen
+ ¢ und — ¢ vorkommen.

Fall Icd, dass ¢, > ¢, > ¢; > ¢, kann also nicht vorkommen.

§ 3. Dle Constante % positiv.

Wir gehen nun zu der zweiten Hauptabtheilung iiber, nim-
lich zu dem Fall, dass die Constante k positiv ist, und machen hier
dieselben Unterabtheilungen in Bezug auf die Wurzeln.

Da nun
(1) L@A)=(K+ K)A+ hd? + «,

CHARLIER, Mechanik des Himmels. I. , 9
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und da weiter, der Natur der Bewegung gemiiss, immer (1) fur
A > ¢ positiv sein muss (oder Null), so folgt daraus, dass nun 2
beliebig grosse Werthe annehmen kann. KEs ist sogar nothwendig,
dass 2 mit der Zeit*in’s Unendliche wichst. Da némlich

@ @2 — w ()) =200 = AL® = 20 — A RA - )A—Ty),
oder
@—w(33) =280 + 9A - 9 —r) R — 1)),

so findet man, dass, wenn wir von zusammenfallenden Wurzeln
vorliufig absehen, 2 entweder grosser als die drei Wurzeln

Cy Ty, T3

sein muss, oder kleiner als alle dret. Nun kann aber niemals 2
kleiner als ¢ sein, also muss immer A grosser als die grdsste von
diesen drei Wurzeln sein, oder wenigstens gleich dieser Wurzel. Ist
also beim Anfang der Bewegung 41 negativ, so nimmt A ab, bis
diese grosste Wurzel erreicht ist. Dann wechselt dA das Zeichen
und A wiichst dann continuirlich in’s Unendliche. Von dieser
Art sind alle Bewegungen, die bei positivem % auftreten. Man hat
es hier also nur mit der Bestimmung des Minimalwerthes von A
zu thun.

Die Bewegung wird ausserdem von den Werthen der Wurzeln
¢, und g, beeinflusst.

Fall ITa. r, und r, entweder imaginir, oder reell und kleiner als c.
Die untere Grenze von A ist hier gleich ¢. Je nach den
Werthen von g, und g, erhalten wir:

Fall ITa. ¢, und o, imagindr.

M (u) ist stets positiv, weil M(oo) positiv ist. Es muss dann
nothwendigerweise
p=+c oder —c¢

gein. Der Planet bewegt sich auf der X-Achse und stosst mit einer
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von den Massen X oder K’ zusammen, oder entfernt sich in’s Un-
endliche, je nach dem Zeichen von di beim Anfang der Bewegung.

Fall I1a . o, und g, reell und dem abeobuten Betrag nach grosser als c.

Ist M () auch hier positiv, so wird die Bewegung wie im vorigen
Falle. Ist M(s) dagegen negativ, so kann der Planet einmal die
Linie X’ K schneiden und entfernt sich dann in immer grdsseren
Windungen von K’ K, indem u periodisch zwischen + ¢ und — ¢
schwankt.

Fall llay. ¢, >c>0y,> —c (oder ¢ >0, > — ¢ > g,).

Der Planet macht einen Umlauf um X' (bez. X) und entfernt
sich dann allmihlich in’s Unendliche, indem derselbe periodisch
oscillirt zwischen der negativen (bez. positiven) X-Achse und der

Hyperbel pu = g, (bez. g,)
Fall IIad. c¢> g, >0y > —c.

Hier oscillirt u periodisch zwischen den Werthen ¢, und g,.
Der Planet durchschneidet die Linie X’ X und entfernt sich dann
in’s Unendliche, zwischen den beiden Hyperbeln ¢, und ¢, periodisch
oscillirend.

Fall ITb. r, >ec>r,.

Die untere Grenze fir 4 ist hier gleich r,. Der Planet nihert
sich der Ellipse A =r,, tangirt diese und entfernt sich dann,
indem A continuirlich wichst, in’s Unendliche. Die Constante «
muss hier negativ sein. ~

Beide Wurzeln r, und r, kdnnen fiir positives 4 nicht grdsser
als ¢ sein. Man hat namlich

=
n= 2h ryy) 3

, o _E+K __[E+Ey o
3 2h 4 A [

Wenn die Wurzeln reell sind, muss also r, nothwendigerweise
negativ sein. ‘

_ _K+K’+I/(K+K')’

9.
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Fall I1b . Die Wurzeln o, und o, imaginir oder reell und dem
absoluten Betrag nach grosser als c.

M (u) wird hier stets negativ, weil M(0) = « negativ ist. Die
Grosse p oscillirt zwischen + ¢ und — ¢. Der Planet umliiuft, indem
er sich entfernt, die Massen K und X’ in immer grdsseren Win-
dungen. Die Bahn ist eine Art nach aussen laufender Spirale.

Fall 115p. Eine von den Wurzeln o, und o,, oder beide, hleiner
als + c, aber griosser als — c.

Dieser Fall kann nicht vorkommen. Da n#mlich nach der
Voraussetzung r, > ¢ ist, und unmittelbar ersichtlich ist, dass
der absolute Betrag von r, grosser als der absolute Betrag von r,
ist, so muss r, negativ und numerisch grosser als ¢ sein. Die
Function Z (z) verschwindet also nicht fiir solche z-Werthe, die
zwischen + ¢ und — ¢ liegen, und bleibt fir solche Werthe nega-
tiv. Nun ist

Mz)=L(z)— 2Kz,

aus welcher Gleichung folgt, dass M(z) fir positive z auch negativ
(und von Null verschieden) sein muss. Andererseits ist

M(—2)=Mzx)—2(K—- Kz,

und somit ist M(— z) in dem betreffenden Bereiche auch negativ.
Es kann also keine von den Wurzeln g, und g, zwischen + ¢ und
— ¢ liegen.

§ 4. * gleich Null.

Es ist nun
LA)=K+K)rA+a=(K+ K)A—r1),
Mp)=K—K)p+a=(K—K)(p—o0).
Wir haben hier zwei Fille zu unterscheiden in Bezug auf die
Werthe von r, niimlich

Nr<e; 2)r>e.
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Fall IITa. r<ec.

Die Function Z(2) bleibt wihrend der Bewegung positiv. Die
Grdsse A kann also continuirlich abnehmen, bis sie den Wert A = ¢
erreicht hat. Dann fingt A an zu wachsen und wichst continuirlich
in’s Unendliche.

Es ist

a
TETE+p <%

Der absolute Betrag von ¢ kann demnach, je nach den Um-
stinden, kleiner oder grdsser als ¢ werden.

Fall Illae. |o| > c.
Die Function M (u) bleibt hier immer negativ und da

(A2 — ph3E = V207 — A M),

so muss u zwischen 4 ¢ und — ¢ periodisch schwanken.

Der Planet schneidet einmal die Linie X’ X und entfernt sich
dann in’s Unendliche in einer nach aussen laufenden Spirale, welche
die Linie X' K umschlingt. Der Fall ist 7« #hnlich.

Fall IlTaB. |o|<e.

Damit M(u) negativ werde, muss hier u kleiner als p sein. Die
Grdsse p schwankt dann periodisch zwischen ¢ und — ¢. Der Planet
durchschneidet einmal die Linie X X' und entfernt sich in’s Un-
endliche, indem er periodisch zwischen der Hyperbel und der
positiven X-Achse hin und her schwankt. Die Bewegung ist sehr
_eigenthtimlich und unerwartet.

Fall IITb. r > c.

. Die untere Grenze fiir 4 wird hier gleich r, und die Bewegung
vollzieht sich ausserhalb der Ellipse A = r. Die Constante ¢ muss
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hier negativ sein (= — «,), und man hat, nach der Voraussetzung

ay
E+E”°
Man muss dann auch haben

e=z g >°
8o dass nur ein Fall zu betrachten ist.

Fall ITbee. r>c. p>c.

M (u) bleibt wihrend der Bewegung immer negativ, und g
schwankt also periodisch zwischen den Grenzen + ¢ und —¢. Der
Planet tangirt die Ellipse r = ¢ und entfernt sich dann in’s Unend-
liche in einer nach aussen laufenden Spirale, welche die betreffende
Ellipse umschlingt.

§ 5. Zwel oder mehrere Wurzein der Gleichung 2 (1) = O oder
der Gleichung S(u)= 0 fallen zusammen. Limitationshewegungen.

Fallen zwei Wurzeln zusammen, so entstehen Limitations-
bewegungen. Wir unterscheiden folgende Fille:
A)r,=r,>c,
Byry>r=c,
C) rn=c>r,,
Dyr,=c=r,.

Die verschiedenen Fille, in denen zwei Wurzeln der Gleichung
8(p) = O zusammenfallen, werden wir spiter untersuchen.
‘ Fall IVA. r=r=r3>c.
Wir haben

@ — 0% = V2@ — MG — P

Fir die Moglichkeit einer Bewegung ist erforderlich, dass &
positiv ist oder A = r. Den letzteren Fall werde ich spéter unter-
suchen.
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Wir nehmen demnach A positiv an.
Da die Gleichung

K+ K)A4+hA+a=0

die Doppelwurzel 4 = r besitzt, so ist

K+ K)yr+hr*+a=0,
K+ KY+2hr =0,
also
_ _K+K
=T Ter

Die Wurzel muss mithin negativ sein, kann also nicht grdsser
als ¢ sein. Dieser Fall kann somit nur vorkommen, wenn % negativ
ist, und dann muss A gleich r sein. Er wird im nichsten Para-
graphen untersucht werden.

Fal IVB. r, >r,=c.

Es ist hier

’ L=(K+K)e+hc*+a=0,
und man hat

di
W —p)gy=0- V2R + k(R —1y).

Ist h positiv, so muss A > r, sein, und wir kommen auf den
Fall IT4 zurtick.

Wir nehmen also an, dass % negativ ist (= — &) Die Grosse 4
muss dann kleiner als r, sein und nihert sich mit wachsender Zeit
asymptotisch dem Werth A =¢.

In Bezug auf die Werthe der Wurzeln ¢, die hier in Frage
kommen kdnnen, bemerken wir, dass

M) < L(c)=0,
und dass weiter

M(—¢)=M()— 2(K — K)c < M().

Die Function M (u) ist also fir 4 = 4 ¢ negativ, und es mfissen
also entweder beide Wurzeln o zwischen den Grenzen + ¢ und —¢



186  Bewegung eines Punkies, der vom xwei festen Ceniren w. s. w.

gelegen sein, oder beide miissen ausserhalb dieser Grenzen liegen
(oder imagindr sein).

Fall IV Be.. ¢, und @, imaginir, oder reell und dem absoluten Betrag
nach grosser als c.

M{(u) bleibt wihrend der Bewegung immer negativ. Die Grdsse
schwankt also periodisch zwischen den Grenzen + ¢ und — e. Der
Planet beschreibt eine Spirale, die sich asymptotisch der Linie X’ K
ndhert. Diese Spirale ist nach aussen von der Ellipse 4 =r, be-
grenzt.

Fall IVBf. Die Wurzein o, und g, reell und dem absoluten Betrag
nach kleiner als c.

Da nun
Mp)=h (o, — w)(r — o),

so muss, damit M(u) negativ werde, u entweder grosser als o, oder
kleiner als g, sein. Im letzteren Fall schwankt u periodisch zwischen
¢; und — ¢, im vorigen Falle zwischen ¢, und + c¢. Der Planet
beschreibt eine pendelartige Bewegung um K’ oder K und nihert
sich dabei asymptotisch der Linie KX’ K.

Fall IPC. ry=¢, >r,.

Wie im vorigen Falle bekommt man nun
di S
A —p) 37 =A—V2R + )RR —1y).

Da hier 2 > r, ist, 80 muss % positiv sein. Die halben grossen
Achsen A der Ellipsen konnen beliebig gross sein und n#hern sich
mit wachsender Zeit asymptotisch dem Werth 4 = c.

In Bezug auf die Werthe der Wurzeln g, die hier in Frage
kommen kbnnen, bekommt man wie im vorigen Falle die Un-
gleichheiten

M(—o< M)< L(e)=0.
Da nun M(+ oo) positiv ist, so findet man, dass

0 >¢c; —c¢>0.
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Die Function M (u) kann also wihrend der Bewegung nicht
das Zeichen wechseln, sondern bleibt negativ, und u schwankt also
zwischen den Grenzen + ¢ und —c. Die Bewegung ist der im
Falle I7 B« untersuchten #hnlich, nur giebt es hier keine obere
Grenze fir A.

Der Fall

IVD. ry=ry=c

kann nicht vorkommen aus demselben Grunde, wie in Bezug auf
den Fall 77 4 bemerkt wurde.
Wir kommen nun zu denjenigen Fillen, in welchen vielfache
Wurzeln der Gleichung
du\2
(@) -0

vorkommen. Die Function 8(u) = 0 hat vier Wurzeln, und alle vier
konnen als Grenzpunkte des zuliissigen Gebietes auftreten. Wir
haben also folgende Fille zu untersuchen.

K) 0, = 0y,
L) o =c,
M) o = —c,
N)g’=c,
0)gg=—c.

Ausserdem kann es vorkommen, dass drei Wurzeln zusammen-
fallen:
P)o=0=c,
Qo =0=—c

Fal TK. o, =o,.

Man muss hier annehmen, dass die Wurzel ¢ zwischen + ¢
und — ¢ liegt, weil sie sonst keinen Einfluss auf die Bewegung
haben kann. Es ist nun

8(u) = 2(u* — A — oF,

woraus folgt, dass entweder A positiv ist und dann u?= c? sein muss?,

! Der Fall 4 = ¢ kann dann auch vorkommen und wird sp&ter untersucht,
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in welchem Falle die Bewegung auf der X-Achse stattfindet, oder
h ist negativ (= — h)). Betrachten wir also diesen Fall. Es ist

M) = (K — K)p — by p? + .
Da ¢ eine doppelte Wurzel ist, so hat man

K—K)o—he*+a=0,
K—K—2he =0,

K-K

Setzt man diesen Werth in die erste Gleichung ein, so wird

@) (K—KP +4ho=0,

welche Relation also zwischen den Coefficienten bestehen muss, so
dass & negativ ist (= — )
Es ist ferner
LA =K+ K)A -~k —e,

und die Wurzeln der Gleichung Z (1) = 0 sind

| _K+EKE+VY(E+K)y —4dah
= 2% .

Ts

Wird nun unter der Quadratwurzel die Grosse (K — K')* — 4 e, &),
die gleich Null ist, subtrahirt, so bekommt man:

'1}=x+x'i2Vxx'=(V1‘r¢Vf')’.

®) Ty 2hy 2 h,

Nun ist
VK -YVKP=K+ K —-2yKK =
=K—-K +2K - 2YKK =
=K-K +2yF (K -VB)<K-K,
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und folglich hat man
E-K

(4) r,<ﬁ—<c.

Nur eine Wurzel r kann also grbsser als c sein. Wir haben'
also hier zwei Fille zu betrachten:

Fall 7Ka. r, <ec.
Es ist hier nothwendigerweise
A=ec,

die Bewegung findet auf der Linie K’ K statt, und mit wachsender
Zeit nihert sich der Planet unbegrenzt dem Punkte u = ¢, wo ¢
aus (1) bestimmt ist, auf dieser Linie, und dies kann von der einen
oder der anderen Seite geschehen.

Fall 7Kb. 7, >ec.

Die Bewegung ist von der Ellipse A = r, begrenzt. Zuwischen
dieser Ellipse und der Linie K K oscillirt der Planet, indem er
sich allmdhlich und bei stetig zunehmendem oder stetig abnehmendem p
der Hyperbel p = o asymptotisch ndihert.

Fal VL. o, =c¢>p,.

Der Planet nihert sich asymptotisch der Linie X’ oo.
Es ist

() (KE—K)ce+he*+a=0,

und man hat

S() = 2(s — P h(s — 0))(p + ).

Ist 2 negativ, so muss p zwischen g, und — ¢ oscilliren, und
wir kommen auf frither in § 2 behandelte Fille zuriick.!

Ist kA positiv, so folgt, dass man immer u > o, haben muss.
Der Planet tangirt einmal die Hyperbel u = ¢, und nihert sich

1 Ist gy < — ¢, 8o findet die Bewegung auf der X-Achse statt.
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dann asymptotisch der negativen X-Achse (oder einer mit derselben
parallelen Linie).

Was nun die Wurzeln r, und r, betrifft, so lisst sich beweisen,
dass sie, filr positives %, nicht grdsser als ¢ sein kdnnen. Es ist
in der That nach (5)

Le)=(K+ K)e+h2+a>0,
und fiir alle A grdsser als ¢ hat man
L) > L(c).

. Die Function Z (1) wechselt also wihrend der Bewegung
nicht das Zeichen, bleibt also stets positiv. Die Grdsse A nimmt
einmal ijhren Minimalwerth A = ¢ an. Der Planet durchschneidet
einmal die Linie K' K und nihert sich dann asymptotisch einer der
X-Achse parallelen Linie.

Fal TM. o, = —c>p,.

Der Planet niihert sich asymptotisch der positiven X-Achse.
Man hat

B(p) =2 + P h (s — o)) (6 — ).
Da p < c ist, so muss % negativ sein (= — 4,). Es ist somit
M(—c)=—(K—K’)o—hlc’+¢=0,

so dass e« positiv ist.
Weiter ist
L) =K+ K)A—hA+ e,
und es ist also Z(c) positiv. Da aber Z(+ oo) negativ ist, so ist

offenbar
n>c> Ty

Die Bewegung ist von der Ellipse A = r, begrenzt. Die Grosse
A oscillirt zwischen A = r, und A = c. Die negatize X-Achse — jen-
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seits ¢ — kann einmal uberschritten werden und die Bahncurve
nihert sich dann in pendelartigen Schwingungen bei stetig abnehmenden
u-Werthen asymptotisch der positiven X-Achse.

FallVN. ¢, >0, =c.
Man hat nun

8(w) = 2(n — PR — @) + ).

Hier muss % negativ sein (= — k). KEs ist also
M)=(K—K)c—hc+am=0.

Hieraus folgt, dass L(c) positiv ist, und da Z (4 oo) negativ

wird, so muss
n>c>r.

Der Fall ist mit dem vorigen 7 M fibereinstimmend, nur nihert
sich jetzt der Planet in diesem Fall asymptotisch der negativen
X-Achse.

Fall70. ¢, >0y =—c.

Der Planet nithert sich asymptotisch der positiven X-Achse.
Sonst ist der Fall mit 7 L iibereinstimmend.

FallVP. ¢, =4 =c.

Es ist
M=K —-K)e+ h*+ea=0,
M(@=K—K +2he =0,
so dass
K-K
C=="35

und hieraus folgt, dass %2 negativ sein muss (k = —A4,).
Wie im Falle 7K findet man nun

" =VE=*: )’
s

2h,

80 dass wie im genannten Falle

rg<ec.
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Andererseits findet man, dass hier auch immer
L2 >ec.

Die Bewegung ist von der Ellipse r, = ¢ begrenzt, und die
Bahncurve wird dieselbe wie im Falle 7 NV.
Endlich ist im Falle 7Q

0,=0=—c.
Hier wird ! !
K-K'
2h '

-_—C =

8o dass & positiv ist. Dieselben Ausdriicke fir », und r, gelten

wie im vorigen Falle, so dass ~
n\ __Wxz+yx)
s 2Ah ’

und beide Wurzeln sind negativ.

Die Function Z(A) #ndert somit wéhrend der Bewegung ihr
Zeichen nicht und bleibt positiv, und da

(W — w7 =200 = L@,

8o geht die Grosse A einmal zu ihrem Minimalwerth A = ¢ herunter.
Die Bahncurve durchschneidet einmal die Linie K' K, um sich darnach
asymptotisch einer der X-Achse parallelen Linie zu nihern.

Dieser Fall ist 7 M ahnlich.

Von den merkwiirdigen Bahnformen, die in diesem Problem
auftreten konnen, sind die in /7ay und I7ad vorkommenden viel-
leicht die eigenthiimlichsten, und sie scheinen sogar sehr unwahr-
scheinlich. Ich werde sie deswegen etwas ausfithrlicher untersuchen.

Es ist hier in (I7a)

h positiv,
r, und r, entweder imaginir oder, wenn sie reell sind,
kleiner als c.
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Ich werde diejenigen Werthe der Wurzeln o mhﬁuchem die
dann anftreten kdnnen.
Man hat

'1} _—E+E)+ Y E+ K) —4ah,
2h

r
und !

a) _ ~(KE-EK)+ VK—-—K) —4ah
0 } 2h .
Wir wollen zuerst annehmen, dass r, und r, imaginir sind.

Dann hat man
(KE+ Ky < 4ah.

Es muss also « -positiv sein, und weiter hat man dann auch
(K=-K)yP<4ak.

Die Wurzeln o, und ¢, sind dann auch imaginir, und wir be-
finden uns unter denselben Bedingungen wie im Falle IIae.

Zweitens nehmen wir an, dass r, und r, reell und kleiner als c
sind.

Es ist also
K+ K)2>4eah
und
2hry < 2hr, =YK+ K)P —4dah—(K+ K)<2¢ch,
oder
K+ K +2ch>K+K)P—4ah>0,
oder

4ch(K+ K'Y+ 422> —4eh,

wo « negativ sein kann. Man kann 44 wegdividiren und bekommt

dann
(E+ KYe+ ke > — e,

was man auch in der Form Z(c) > 0 schreiben kann.

Die Formen IIay und IIad setzen voraus, dass ¢, und g,
reelle Werthe annehmen konnen, und dass einer von diesen Werthen
oder beide dem absoluten Betrag nach kleiner als ¢ sind.
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Fir die Realitit der Wurzeln o, und g, legen die obigen Un-
gleichheiten kein Hinderniss in den Weg. Wenn beide Wurzeln
dem sbsoluten Betrag nach kleiner als ¢ sein sollen, so hat man

K—K +VYE—-KP—4ah<2ch,
oder
(K—KP—4ah< (2¢h— (K- K))2,

und hieraus bekommt man nach einigen Reductionen

—(E—K)e+hed+a>0,

was man auch in der Form M(— c) > 0 schreiben kann. KEs ist
nun offenbar
M(—c)=L()—2Kec,

und nichts hindert, dass man fir Z(c) > 0 auch M(— c) > 0 haben
kann. Beide Wurzeln, ¢, und ¢,, kénnen also reell und numerisch
kleiner als ¢ sein.

Wir betrachten nun die entsprechenden Differentialgleichungen

@ — W) 5 =VEF = RA— YA -7y,

(a3 — ,‘S)Z_': =V2@—cHh(p—0) L —ao),

wo
c>r>r.

€>0,>0,>—c.

Damit nun die Grossen unter der Quadratwurzel positiv werden,
miissen offenbar die Grossen 2 und p folgende Ungleichheiten

erfiillen
A=c

O=pU=0-
Wir setzen

dw, VeA+h(A—r)A—ry)

ri FLp— ’
dw, _ V20— u)h
qt - M—p
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Die Grossen unter den Wurzelzeichen kdnnen niemals Null
werden, und die Hilfsgrossen w, und w, wachsen also stetig mit
der Zeit.

Es ist nun
8k _ =
dw, ¢

;—:’ =V(?1 — B (1 —0,),

und hieraus bekommt man durch Integration
A=c + % wl’

p=0 cos’% w; + o, sin? %w, .
Der Planet oscillirt zwischen den beiden Hyperbeln g, und o,
und entfernt sich gleichzeitig stetig in’s Unendliche.
Der Fall IIad existirt also. Was den Fall I7af betrifft, so
tritt er in [ITapB wieder auf.

§ 6. Periodische Bewegungen.

Bewegungen, die in der Zeit periodisch sind, kénnen vorkommen
in den in § 2 behandelten Fallen, so oft die Bedingung § 1 (10)
erfillt ist. Ausserdem wird die Bewegung periodisch, wenn der
Korper sich auf einer Curve

A = Const.

bewegt, und unter Umstinden auch, wenn die Bahncurve die Glei-
chung

p = Const.
hat.
Wir wollen diese Fille zuerst betrachten.
Fall VIa. A = Const.
Da
di LY IS N LT
1) W—p) gy =V2R =L@,

CHARLIER, Mechanik des Himmels. 1. 10
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so ist einleuchtend, dass A entweder gleich c ist, oder mit einer
Wurzel der Gleichung

) L) =0

zusammenfillt. Im ersten Falle bewegt sich der Kdrper auf der
Linie X’ K und wir wissen schon, dass hierbei nur drei Fille vor-
kommen kdnnen, entweder dass ein Zusammenstoss mit einer von
den attrahirenden Massen stattfindet, oder dass der Planet sich
asymptotisch einem Punkte auf der Linie KX'KX nihert (7 Ka)
oder dass der Planet sich in's Unendliche entfernt. Diesen Fall
konnen wir also iibergehen.

Es eriibrigen noch die Fille, dass A mit einer Wurzel r, oder r,
zusammenfilit.

Ist r, > ¢ > r;, 80 ist es nicht mdglich, dass A mit r, identisch
zusammenfillt. Wir wissen n#mlich, dass dann fiir negatives A
in A Libration zwischen r, und ¢ eintreten muss (/4) und fir
positives 2 A in's Unendliche wiichst (I ).

Ist r, > r; > ¢, 80 muss A nothwendigerweise negativ sein, weil
fiir positives & wenigstens eine Wurzel negativ sein muss. Es ist
somit

(3) W= )3t 2=k, — N (—1y).

Schliessen wir den Fall A=c aus, so entsteht hier immer eine
Librationshewegung zwischen r, und r,, und A kann nur unter der
einzigen Bedingung constant bleiben, dass

r=r,.
Weil hier eine Doppelwurzel entsteht, so muss

) (K+ Ky —dah=0
sein und folglich ist
(K=K —4ah <0,

so dass g, und g, imagindr werden. Die Grosse p schwankt dem-
nach zwischen + ¢ und — ¢ und die Bewegung geht auf der Ellipse
A = r vor sich, wo nun (nach I7 4)
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K+ K’
(6) =k

Eine singulire Losung der Differentialgleichung (3) ist immer

l.=7'1

- oder A=r,. Man findet aber, dass der zweite Differentialquotient von
A in Bezug auf die Zeit dann einen endlichen Werth hat. Wenn aber
A2 = r eine Doppelwurzel bezeichnet, 8o wird nicht nur der zweite
Differentialquotient, sondern auch alle Differentiale hoherer Ordnung
fir A = r identisch verschwinden.

Fall VIb. p = Const.

Wenn wir auch hier von den Fillen u =4 ¢ absehen, so ist
die Differentialgleichung

() W — u) 2L = Y2 — VA —e) B — o),

wenn u constant sein soll, nur durch die Werthe u =9, =0, = ¢
zu befriedigen.
7Iba. Dann hat man fiir negatives 2(=— A,)

(42— ) 25 = Y2 — A, (=0 -

und hier ist 4 = o eine unstabile Lidsung.
Weil ¢ eine Doppelwurzel ist, so hat man

K- K’

M 0e=—53<c¢
und ausserdem ist
®) (K — K)—4ah=0.
Weiter ist
r } _ —E+E)+ Y(E+K) - 4ah
s 2h

oder nach (8)

r,} _ —(B+K)+2VEK _ (VE+ VK ’.
2h 2h,

10*
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Es ist also
9) 0=ynr,.

Hieraus folgt, dass r, und r, nicht deide grdsser als c. sein
konnen. Wohl aber ist es mdglich, dass

rn>c>r,.
Man hat nun

L@)=h(r, —A@A—r,)

und A oscillirt zwischen r, und c.

Der Planet wird in diesem Falle eine pendelartige Bewegung auf

der Hyperbel
P _E-K

2h,
ausfiithren.

Wenn K = K, 80 wird u = 0, und der Planet bewegt sich auf
der Y-Achse hin und her zu beiden Seiten vom Coordinatenanfangs-
punkt. ,

VIbp. Ist h positiv, so bekommt man fir zusammenfallende
o-Werthe

=—E-K
2h
r } __Wyx:yx)
Ty - 2h :

Die beiden Wurzeln r sind also hier negativ. Die Function
L () bleibt wihrend der Bewegung positiv. Die Grosse A wichst
in’s Unendliche.

Der Planet bewegt sich in diesem Falle auf der Hyperbel

_L=K
2h

in's Unendliche.

Periodische Bahnformen kdnnen auch auftreten, wenn die
Elementarperioden @,, und a,, solche Werthe haben, dass

m 05 + mywy, =0,
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wo m, und m, ganze Zahlen bezeichnen. Da man ,, und o,
positiv wihlen kann, so sind die Zahlen m, und m, von verschiedenem
Zeichen. Wir schreiben also besser

10) m @)y — My @y =0,

wo m, und m, nunmehr positive Zahlen bezeichnen. Fir die ent-
sprechende Periode erhalt man dann den Werth

(11 2T =2m 0, — 2mya,, .

Nimmt man fir die Integrationsconstante A einen bestimmten
Werth an — unter den in jedem Fall mdglichen Werthen — so
wird die Gleichung (10) erfilllt fir eine unendliche Reihe (discreter)
Werthe der anderen Integrationsconstante &, und umgekehrt. Die
periodischen Fille bilden also eine zweifach unendliche Menge.

Je kleiner die Zahlen m, und m, werden, desto ,einfacher“
wird die entsprechende periodische Bewegung. Am einfachsten wird
sich also die Bahncurve gestalten, wenn m, =m, =1. Im Allge-
meinen kann man auch die Integrationsconstanten so wahlen, dass
dieser Fall eintritt. So beispielsweise in by oder Ica. Wir er-
halten dann eine periodische Curve, die sich selbst nicht schneidet.
Im Falle 76« wird aber eine solche Wahl kaum mdglich. Es
scheint, dass die niedrigsten Werthe fir m, und m, hier m, = 2,
my = 1 sind.

Betrachten wir den Quotienten

'=‘ﬁ)
Oy

den wir kleiner als die Einheit annehmen kénnen — indem sonst

dhnliche Schliisse fur mﬁ gelten — so wird also eine periodische

13

Bewegung eintreten, so oft v eine rationale Zahl bezeichnet. Da
nun innerhalb einer beliebig kleinen Strecke immer unendlich viele
rationale Zahlwerthe vorhanden sind, wie klein diese Strecke auch
gewihlt wird, so sind die periodischen Bahncurven, unter simmt-
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lichen Bahnformen, die fir 0 < v < 1 vorkommen konnen, iiberall
dicht vertheilt. Man braucht also nur eine wunendlich kleine Ver-
anderung von » vorzunehmen, um von einer beliebigen periodischen
Bahncurve zu einer — benachbarten — nicht periodischen iiberzu-
gehen, und umgekehrt.

Eine unendliche Menge von Dingen nennt man nach CanrTor
abzihlbar, wenn man die Elemente mit 1, 2, ..., n... numeriren
kaun, so dass kein Element ausgelassen wird. Die rationalen Zahlen
zwischen 0 und 1 bilden eine abzihlbare Menge; man kann sie
in der That in der folgenden Ordnung aufschreiben

(DR T8 T TR 78 TR P 78 TR TR SERF

go dass man nach einander diejenigen Zahlen, deren Nenner 2, 3,
4, 5, 6 u. 8. w. ist, aufschreibt, und fiir jeden Nenner dem Zihler die
Werthe 1, 2, 3 u. s. w. zuertheilt, mit Auslassung solcher Werthe,
deren Zihler und Nenner relative Primzahlen sind.

Die periodischen Bahncurven bilden also eine abzihlbare Menge;
was dagegen nicht mit den nichi-periodischen der Fall ist. Die
Menge der letzteren ist daher nach der Terminologie von CaNTOR
von hoherer Michtigheit als die Menge der periodischen Curven.

Betrachten wir die nicht-periodischen Bahnen, so wissen wir
nach § 2 im zweiten Abschnitt, dass man bei ihnen die ellip-
tischen Coordinaten A und 4 — und somit auch die Abstinde r und
v des Planeten von den attrahirenden Massen — in Fourier’sche
Reihen von der Form

+®
(12) . } 20 o8 (G uy + i)
u
Wf °7°%

entwickeln kann. Diese Reihen sind gleichmissig convergent,’ und
u, und u, bedeuten lineare Functionen der Zeit und von der Form

! Den Beweis hierfir findet man bei WeiersTrASS 8. &. O.
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(13) | ! "‘1 17

Uy =Nyt + 7,,
WO

m= g
(14)

m=—g"

Man kann an diese Reihen einige interessante Betrachtungen
kniipfen, welche von grossem Interesse fiir die Liosung des Problems
der drei Korper zu sein scheint. Um zu der Reihe (12) zu gelangen,
kann man sich némlich einer #hnlichen Anniherungsmethode wie
der in der ,Stdrungstheorie“ gebriuchlichen bedienen. Fassen wir
z. B. den ,Satelliten* Fall 750 in's Auge, in welchem der beweg-
liche Korper immer in der Nihe der Masse K bleiben muss, und
nehmen wir die Masse K’ als verhiltnissmissig klein an; dann
konnen wir, um zu dem Ausdrucke fiir die Coordinaten zu gelangen,
uns einer Entwickelung nack den Potenzen der kleinen Masse K’ be-
dienen. Bei der Bestimmung der successiven Anniherungswerthe
der Coefficienten C;,,,, wiirde man dann (wahrscheinlich) mit den
durch die sogenannten kleinen Divisoren — von welchen weiter im
Folgenden gesprochen wird —, welche von der Form ¢ n, + 4 n,
sind, hervorgerufenen Schwierigkeiten zu kimpfen haben, und die
Reihen in den verschiedenen Anniherungen wiirden nickt¢ gleich-
missig convergent sein, obgleich dies mit den wahren Reihen (12)
der Fall ist. Man kdnnte sogar im Voraus sagen, warum solche
Schwierigkeiten hier auftreten miissen. Die Erklirung scheint nim-
lich darin zu liegen, dass, wie in § 3 im zweiten Abschnitt bewiesen
wurde, der Abstand » von dem Kérper X in diesem Fall keine von
Null verschiedene untere Grenze besitzt. Es existirt deswegen auch
kein mittlerer Werth fir diesen Abstand in dem Sinne, wie man diesen
Begriff in der Storungstheorie benutzt.

Es scheint mir in der That méglich, dass man in #hnlichen
Umstinden die Erklirung der merkwiirdigen Convergenz-Verhiltnisse
der Reihen in der Stérungstheorie zu suchen hat.
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§ 7. Zusammenstellung der verschiedenen Bahnformen, die bei
der Attraction eines Kdrpers nach zwel festen Centren auftreten
kdnnen.

1) Geradlinige Bewegung: Der Planet bewegt sich auf der Linie
K’ K oder deren Verlingerung.

Der Planet bewegt sich in der Anfangsrichtung, bis er mit
einer der Massen zusammenstosst. Jae, Iaf, Ilae w A.;

oder der Planet bewegt sich in der Anfangsrichtung, bis er
einen bestimmten Punkt erreicht; kehrt dann um und stdsst nach
einiger Zeit mit einer Masse zusammen. Jay, Iad u. A.;

oder entfernt sich auf der X-Achse in's Unendliche. Ilae«;

oder ndhert sich unbegrenzt einem zwischen X’ und K gelegenen
Punkt, ohne denselben in endlicher Zeit zu erreichen. 7 Ka.

2) Lemniscatenbewegung: Die Bahncurve erfullt, wenn die Be-
wegung nicht etwa periodisch ist, den ganzen innerhalb einer Ellipse
eingeschlossenen Raum tiberall dicht. /be, I58. Fig 2.

Fig. 2. Fig. 8.

8) Satellitenbewegung: Der Planet bewegt sich innerhalb eines
abgeschlossenen Raumes, in welchem sich die eine Masse X oder X’
befindet. Die Begrenzung dieses Raumes bilden Theile einer Ellipse
und einer Hyperbel. Die Bahncurve ist entweder periodisch oder
erfiilllt den betreffenden Raum iiberall dicht. Iby, I44. Fig. 8.

4) Planetenbewegung: Der Planet bewegt sich (wie ein #usserer
Planet) in einem von zwei confocalen KEllipsen eingeschlossenen
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Raum. Die Bahncurve ist entweder periodisch, in welchem Falle
sie beide Ellipsen bertihrt, oder sie erfullt den betreffenden Raum
fiberall dicht. Ice, Icp. Fig. 4.

5) Divergirende Pendelbewegqung: Der Planet entfernt sich in's
Unendliche von den beiden Centren, indem er in immer grdsseren
pendelartigen Schwingungen zwischen beiden Zweigen einer Hyperbel

Fig. 6. Fig. 7.

nach beiden Seiten der X-Achse hin und her schwankt. I7ay, Illap.
Fig. 5.
6) Hyperbolische Sinussoidbewegung: Der Planet entfernt sich
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in’s Unendliche, indem er zwischen zwei confocalen Hyperbeln
periodisch hin und her schwankt. I7<d. Fig. 6.
1) Divergirende Spiralbewegung: Der Planet entfernt sich in’s

Unendliche, indem er immer grdssere Windungen um die Linie
K'K ausfihrt. ITa B, Ilbe,

e IlTae, 1ITba. Fig. 1.
Jtde - — 8) Convergirende Spiralbe-
;0 =777 -----._ wegung: Der Planet nahert sich
0 e "N\ asymptotisch in immer kleiner
Tl I —- g :’, " werdenden Windungen der Linie
T _I':ig— ‘8 """ K'K, ohne sie in endlicher
T Zeit zu erreichen. IV Be, IVC.

Fig. 8.

9) Convergirende Pendelbewequng: Der Planet nihert sich
asymptotisch in pendelartigen Schwingungen auf beiden Seiten der
X-Achse, entweder einer Hyperbel (¥ K b) oder der X-Achse, ohne

Fig. 10.

diese Grenze in endlicher Zeit zu erreichen. VKb, IV Bf, V M,
VN, VP. Figg. 9 und 10.

Fig. 11.

10) Asymptotisch- geradlinige Bewegung: Der Planet nihert sich
asymptotisch einer der X-Achse parallelen Linie. 7 Z, 70. Fig.11.
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11) Blliptische Bewegung: Der Planet bewegt sich in einer
bestimmten Richtung auf einer Ellipse, deren Gleichung

1=K+ K
T 2h
ist. 7la.

12) Hyperbolische Bewegung: Der Planet bewegt sich auf einer
Hyperbel _

entweder so, dass er sich auf der Hyperbel in’s Unendliche
entfernt. Der Focus dieser Hyperbel liegt dann in der grosseren
Masse (K). 71b8;

oder so, dass er auf der Hyperbel um die X-Achse pendel-
artig hin und her schwankt. Der Focus dieser Hyperbel liegt
dann in der kleineren Masse (K").
Vibe. Fig. 12.

Alle hier betrachteten Bewegungs-
formen mit Ausnahme von VIbe sind
stabil, und man kann nicht bei einer un-
endlich kleinen Aenderung der Integra-
tionsconstanten (h und «) von einer
Form zu einer anderen iibergehen. Fig. 12.

Die oben von mir eingefithrten
Namen fir die verschiedenen Bewegungsformen geben zwar nicht immer
einen adiquaten Ausdruck fir die entsprechenden Bahncurven. Sie
scheinen mir indessen auch nicht allzu unklar zu sein. Fir
die genauere Beschreibung verweise ich auf die vorigen Para-
graphen.

In seiner classischen Arbeit tiber die elliptischen Integrale hat
LeceENDRE dem Problem der Attraction nach zwei festen Centren eine
ausfihrliche Untersuchung gewidmet.! Er hat sich dabei auf den
Fall, dass & negativ ist, beschriinkt, in welchem wie wir gesehen haben,
die Bahncurven im Endlichen liegen. Von den hier moglichen Be-
wegungen hat er Nr. 1, 2, 8, 4, 8, 9, 11, 12 behandelt. In Bezug

1 Traité des Fonctions elliptiques.“ T. I.
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auf die convergirende Pendelbewegung Nr. 9 hat er aber nur den
Fall behandelt, dass der Planet sich der X-Achse asymptotisch
ndhert (Fig. 10). Den allgemeinen Fall (Fig. 9), dass der Planet
sich asymptotisch einer Hyperbel nihert, scheint er iibersehen
zu haben. Es ist bemerkenswerth, dass LEecenDRE die wichtige
Eigenschaft der nicht-periodischen Bahnen, den zul#ssigen Bereich
tiberall dicht zu erfilllen, nicht unbekannt war. Wenigstens erwihnt
er dies ausdriicklich in Bezug auf die Planetenbewegung Nr. 4.

Die geradlinige Bewegung wird von LrGENDRR unter der
Voraussetzung behandelt, dass der Planet die Massen X und X’
passiren kann. Ich habe es fir rathsamer gehalten, die Bewegung
mit dem Zusammenstoss endigen zu lassen, weil der physikalische
Sinn der Bewegung und die Giiltigkeit der Differentialgleichungen
hier aufhéren zu gelten.

LreenDRE stiitzt sich bei der Behandlung dieses Problems auf
seine tiefgehenden Untersuchungen iiber die elliptischen Integrale.
Die Behandlung wird aber hierdurch unndthigerweise weitliufig und
schwierig.

Die Discussion der Bewegung geschieht dagegen, wie wir gesehen
haben, oben fast ohne Rechenarbeit und ohne weitliufige Formeln.
Es wiirde keinen Vortheil bringen, wenn man statt der Integrale
von LeceNDRE die elliptischen Functionen einfihren wollte. Fir die
Discussion der Bewegungsformen ist dies tiberflissig und fir die
Berechnung der Werthe der Coordinaten zu einer beliebigen Zeit
ist es nur ein grosser Umweg, da man hierdurch nicht die Coordi-
naten durch die Zeit, sondern die Zeit durch die Coordinaten aus-
gedriickt erhilt. Durch die Formel (12) werden aber die Co-
ordinaten direct als Functionen der Zeit gegeben und die Coef-
ficienten in den Reihen kdnnen immer und auch verhaltnism#ssig
leicht berechnet werden.

§ 8. Beispiele.

Obgleich in der Natur keine Beispiele bekannt sind, in denen
die Bewegung eines Korpers durch die Attraction zweier festen
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Wir ha.ben a.lso zunéichst die Integrationsconstanten A und o
zu bestimmen und dann daraus die Wurzeln r,, r,, 0,, @, zu be-
rechnen.

Nach Formel (65 und (5*) § 1 hat man folgende Formeln zur
Berechnung von % und «:

u (K+K’)l (K- K)u
(1) '—(1’ [")[l’—c'-*- l‘] L + pLp
@) a=‘;’u,—”"_ (K + K')A — k23,
oder

22 — uf)?
@) -« = GEEIE (K- K)p + b,

Wir haben hierin die Werthe 4,, pu,, 4," und p, fir den An-
fang der Bewegung einzusetzen, um die Werthe von %2 und « zu
erhalten.

Die Einheit der Lingen wihlen wir so, dass ¢ = 1. Der Ab-
stand K’ K ist dann gleich 2. Liegt der Korper beim Anfang der
Bewegung in dem Abstande @ von K’, so ist somit

8) h=1; py=1-—a.

Um die Werthe der Differentialquotienten 4,” und u,’ zu er-
halten, bedienen wir uns der Gleichungen I § 7 und erhalten dann,
weil nach den gemachten Voraussetzungen

die folgenden Gleichungen:
0=p,dd, + X du,

d e dp,
Yo=YV — !‘ozlo‘—]%,—l:c—,— Vit — P pp o,

o'— uy?

oder nach den erhaltenen Werthen fiir 4, und g,
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0=(1—-a)2) +p

YT —af
v%=y1-(1 a]/l,_'?l'

Es wird also

) A =p =0,
und )
(4:) &' _ Y%

Va'-1 Vi-(-af

Setzt man die Werthe (3), (4) und (4% in (1) und (2) ein, so
wird nun
. K K
(8) h=_;_y°’_2—a_?’

(5" —a=(K—K)(1 —a)+h(1 —ap.

Wenn die Werthe der Massen X und X’, des Abstandes a und
der Anfangsgeschwindigkeit y," gegeben sind, so sind also die Werthe
von kA und « hierdurch bestimmt.

Ich werde nun in Bezug auf a zwei verschiedene Annahmen
machen, die eine dem Fall entsprechend, dass es sich um einen
Planeten handelt, der sich zwischen der Sonne und dem stérenden
Planeten bewegt, die andere einem Satellitenfall entsprechend.

' Zuerst bemerke ich indessen, dass die Gleichung (5*) in folgender
Form geschrieben werden kann:

M(1l—-a)=0,

wo M(u) dieselbe Bedeutung wie in den vorigen Paragraphen hat.
Die eine von den Wurzeln (g, , o,) ist also gleich 1 — a, d. h. gleich
demjenigen Werth, den p beim Anfang der Bewegung hat. Die
eine Begrenzung des zulissigen Bereiches fir die Bahncurve geht somit
durch denjenigen Punkt, in dem die Bahncurve (beim Anfang der Be-
wegung) die Linie K' K senkrecht schneidet. '
Um ein einfaches planetoidihnliches Beispiel zu erhalten, setzen
wir
a=1.1

! Dies wiirde etwa einem kleinen Planeten entsprechen, der sich im
mittleren Abstande der Asteroiden befindet und der vom Jupiter ,,gestdrt* wird.
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Es wird nun nach (5%

0|~ O

o
6
() h on’_K_KI.

Die Anfangsgeschwindigkeit y,” bestimmen wir in der Weise,
dass der Planetoid, wenn die Anziehung des Planeten K’ aufhorte,
gich in einem Kreise um die Sonne (X